
43

Êàê êîìïüþòåð ïîìîãàåò óïðîùàòü àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ...

ÇÀÎ×ÍÀß ØÊÎËÀ ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Âàñèëüåâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷

ÊÀÊ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐ ÏÎÌÎÃÀÅÒ

ÓÏÐÎÙÀÒÜ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß,

èëè

ÍÅÌÍÎÃÎ Î ÁÀÇÈÑÀÕ ÃÐ¨ÁÍÅÐÀ
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ÏÎÍÈÆÀÅÌ ÑÒÅÏÅÍÈ

Íà÷èíàÿ óæå ñ ìëàäøèõ êëàññîâ øêî-
ëû, ìû ïîñòîÿííî èìååì äåëî ñ óðàâíåíèÿ-
ìè îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.
Íåêîòîðûå èç íèõ, íàïðèìåð óðàâíåíèÿ ïåð-
âîé ñòåïåíè èëè êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ, ëåã-
êî ðåøàþòñÿ. Íàâåðíÿêà ìíîãèå èç âàñ çíà-
þò, ÷òî òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé òðåòüåé èëè ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò
îäíîé ïåðåìåííîé äîâîëüíî ñëîæíû. Îíè
áûëè âûâåäåíû èòàëüÿíñêèìè ìàòåìàòèêà-
ìè Êàðäàíî è Òàðòàëüåé. À âîò óæå ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé ïÿòîé è áîëåå âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé íå ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ðàäè-
êàëû íèêàêîé ñòåïåíè. Ýòî áûëî äîêàçàíî
íîðâåæñêèì ìàòåìàòèêîì Í. Àáåëåì è ôðàí-
öóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Ãàëóà. Íà ïåðâûé
âçãëÿä, ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ðàç óæ ïðî-
ñòûõ ôîðìóë íåò äàæå äëÿ ðåøåíèé óðàâíå-
íèé, òî áðàòüñÿ çà ðåøåíèå ïðîèçâîëüíûõ
ñèñòåì àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé � äåëî áåç-
íàäåæíîå. Ê ñ÷àñòüþ, ýòî òîëüêî ïåðâîå âïå-
÷àòëåíèå. Íà ñàìîì äåëå, â ñëó÷àå îäíîé ïå-
ðåìåííîé ìû çíàåì î êîðíÿõ ïðîèçâîëüíîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äîâîëüíî ìíîãî.
Íà ïðàêòèêå ÷àñòî íàì è íå íóæíî âûðàæàòü
ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè ðàäèêàëîâ. Èíîãäà íàì
íóæíî çíàòü òîëüêî êîëè÷åñòâî ðåøåíèé.
Èíîãäà íóæíî óìåòü íàõîäèòü ýòè ðåøåíèÿ ñ
ïðîèçâîëüíîé òî÷íîñòüþ. Òàê âîò ýòè çàäà-
÷è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî óðàâíåíèÿ âèäà p(x) = 0
ðåøàþòñÿ äîâîëüíî óñïåøíî. Ñîãëàñíî îñ-
íîâíîé òåîðåìå àëãåáðû, ïîëèíîì (ìíîãî-
÷ëåí) ñòåïåíè n èìååò ðîâíî n êîìïëåêñ-
íûõ êîðíåé, åñëè ìû ó÷èòûâàåì èõ êðàòíî-
ñòè. Åñëè ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî âåùå-
ñòâåííûìè ðåøåíèÿìè, òî ñóùåñòâóþò ýô-

ôåêòèâíûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ âñåõ âåùå-
ñòâåííûõ êîðíåé ñ ïðîèçâîëüíîé ñêîëü
óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñóùåñòâóþò
äàæå òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ âñåõ êîðíåé îä-
íîãî óðàâíåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè îò îä-
íîé ïåðåìåííîé, ïðàâäà, îíè âûðàæàþò êîð-
íè íå ÷åðåç ðàäèêàëû, à èñïîëüçóþò áîëåå
ñëîæíûå íåýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè � òàê íà-
çûâàåìûå θ-ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà.

À òåïåðü ïîñòàðàåìñÿ âûÿñíèòü, êàê
îáðàùàòüñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè ñèñòåìàìè
ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ, íî äëÿ íà÷àëà íàó÷èìñÿ èõ
óïðîùàòü.

ÄÅËÈÌ ÏÎËÈÍÎÌ ÍÀ ÏÎËÈÍÎÌ

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëü-
íûå ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé
âèäà
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Ñðàçó îãîâîðèìñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé ó íàñ ìîæåò áûòü ëþáûì è íè-
êàê íå ñâÿçàíî ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ.
Â ïðèíöèïå, ìû äàæå áóäåì äîïóñêàòü è
ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå áåñêîíå÷íîå (!) ÷èñ-
ëî óðàâíåíèé. Ñíà÷àëà âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ
îäíîé ïåðåìåííîé è ïîñìîòðèì, óïðîñòèò-
ñÿ ëè íàøà çàäà÷à, åñëè ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé òîëüêî îò îä-
íîé ïåðåìåííîé. Íà÷íåì ñ ïðèìåðà.

Ïóñòü ó íàñ çàäàíî äâà óðàâíåíèÿ
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå
ìû ñðàçó ìîæåì óïðîñòèòü ïåðâîå óðàâíå-
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íèå, âû÷èòàÿ èç íåãî âòîðîå, äîìíîæåííîå
íà x2

P � x2Q = �x4 + 2x3 � 3x2 � 4x +10.

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòå-
ïåíè ïîääàåòñÿ óïðîùåíèþ òåì æå ñàìûì
ïðèåìîì � âû÷èòàåì èç íåãî âòîðîå, óìíî-
æåííîå íà x. Â òðåòèé ðàç ïðèìåíèâ ýòîò
ïðèåì, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

0522 =+− xx .

Òåïåðü ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü,
ïîìåíÿâ óðàâíåíèÿ ðîëÿìè � ìû óïðîùàåì
âòîðîå óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî. Íåî-
æèäàííî ìû ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå òàêîãî
óïðîùåíèÿ 0 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íàøå âòîðîå óðàâíå-
íèå èñ÷åçëî, è ó íàñ îñòàëîñü îäíî êâàäðàò-
íîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ëåãêî ðåøàåòñÿ.
Ïîñìîòðåâ áîëåå âíèìàòåëüíî, âû óâèäèòå,
÷òî ìû ïðîñòî äâàæäû ïðîèçâåëè äåëåíèå
ïîëèíîìà íà ïîëèíîì. Ïåðâûé ðàç ìû ðàç-
äåëèëè )(xP  íà )(xQ , ïîëó÷èâ â îñòàòêå

522 +− xx .
Çàòåì ìû ðàçäåëèëè )(xQ  íà

522 +− xx , ïðè÷åì â îñòàòêå ïîëó÷èëñÿ 0.
Äåëåíèå ïîëèíîìîâ óäîáíî çàïèñû-

âàòü ïî ñõåìå, àíàëîãè÷íîé òîé, êîòîðóþ
ìû èñïîëüçóåì ïðè äåëåíèè ÷èñåë, òî åñòü
«óãîëêîì»:
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Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äåëåíèå ïî-
ëèíîìîâ äàæå ïðîùå äåëåíèÿ ÷èñåë � çäåñü
ìû âñåãäà äåëèì ñòàðøèé ÷ëåí ïåðâîãî ïî-
ëèíîìà íà ñòàðøèé ÷ëåí âòîðîãî. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåòñÿ îäíî÷ëåí, êîòîðûé óìíî-
æàåòñÿ íà âåñü äåëèòåëü, à çàòåì âû÷èòàåò-
ñÿ èç äåëèìîãî. Äàëåå ïðîöåññ ïðîäîëæàåò-
ñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå ïîëó÷èì â îñòàò-
êå ìíîãî÷ëåí, ñòåïåíü êîòîðîãî ìåíüøå
ñòåïåíè äåëèòåëÿ.

Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ îäíîé ïåðåìåí-
íîé ëþáûå äâà óðàâíåíèÿ ìû ìîæåì çàìå-
íèòü îäíèì. Îòñþäà íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî
òàêîé ïðîöåññ óïðîùåíèÿ, ïðèìåíåííûé ê
ñèñòåìå ïîëèíîìîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé, â
ðåçóëüòàòå âñåãäà ïðèâîäèò ñèñòåìó ê îäíî-
ìó óðàâíåíèþ.

Îïèñàííûé ïðîöåññ äåëåíèÿ ïîëèíî-
ìîâ íîñèò íàçâàíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
îò îäíîé ïåðåìåííîé âñåãäà ýêâèâàëåíòíà
îäíîìó óðàâíåíèþ. Çàìåíèâ âñþ ñèñòåìó
îäíèì óðàâíåíèåì, ìû óæå ìîæåì íàéòè
âñå åãî ðåøåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ìû îïðåäå-
ëèëè òî÷íîå êîëè÷åñòâî êîìïëåêñíûõ êîð-
íåé � îíî ðàâíî ñòåïåíè ïîëó÷èâøåãîñÿ â
ðåçóëüòàòå îäíîãî óðàâíåíèÿ. Âïîëíå âîç-
ìîæåí è òàêîé ñëó÷àé, êîãäà â êà÷åñòâå
íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïîëèíîìîâ
ìû ïîëó÷àåì 1, òî åñòü íåíóëåâóþ êîíñòàí-
òó. Òîãäà íàøà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà îäíî-
ìó óðàâíåíèþ 1 = 0, òî åñòü íå èìååò ðåøå-
íèé. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà
íåñîâìåñòíà.

×ÒÎ ÁÓÄÅÒ ÄËß ÄÂÓÕ
È ÁÎËÅÅ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ.

ÏÎ×ÅÌÓ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ ÍÅ ÎÄÍÎÇÍÀ×ÅÍ

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ
ñèñòåì óðàâíåíèé îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.
Îêàçûâàåòñÿ, ìû ìîæåì ïðèìåíÿòü ïðàê-
òè÷åñêè òå æå ñàìûå ìåòîäû óïðîùåíèÿ
òàêèõ ñèñòåì, õîòÿ íåêîòîðûå ñëîæíîñòè
íàì âñòðåòÿòñÿ. Îïÿòü ïðîèëëþñòðèðóåì íà
ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé
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Ìû âèäèì, ÷òî ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü

÷ëåí yx 3 ,

012 2 =−+−=− yyyQP .

Â èòîãå ìû ïðèâåëè íàøó ñèñòåìó ê
äîâîëüíî ïðîñòîìó âèäó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî
îíà óæå ïîääàåòñÿ ðåøåíèþ, òàê êàê ìû
ïîëó÷èëè êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëü-
íî ïåðåìåííîé y.

Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé ìû, óï-
ðîùàÿ óðàâíåíèå, âñåãäà ïîíèæàëè åãî ñòå-
ïåíü. Çäåñü äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Ïîíè-
æàÿ ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé x, ìû ìîæåì
óâåëè÷èòü ñòåïåíü ïî y, è íàîáîðîò. Âûõîä
áûë áû íàéäåí, åñëè áû, êàê è â ñëó÷àå
îäíîé ïåðåìåííîé, ìû çíàëè, êàêîé èç ÷ëå-
íîâ óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì. Åãî-òî ìû
è ñòàðàëèñü áû èñêëþ÷èòü, èñïîëüçóÿ ñòàð-
øèé ÷ëåí äðóãîãî óðàâíåíèÿ. Äàâàéòå óïî-
ðÿäî÷èì âñå îäíî÷ëåíû � ìû èõ äàëåå áó-
äåì íàçûâàòü ìîíîìàìè. Ñíà÷àëà óïîðÿäî-
÷èì âñå ïåðåìåííûå, ðàñïîëîæèâ èõ ïî
«ñòàðøèíñòâó». Â íàøåì ïðèìåðå ïåðåìåí-
íóþ y ìû áóäåì ñ÷èòàòü áîëåå ñòàðøåé, ÷åì
ïåðåìåííóþ x. Ñðàâíèâàÿ äâà ìîíîìà, ìû
ñíà÷àëà ñðàâíèâàåì ñòåïåíè ïðè ñòàðøåé
ïåðåìåííîé. Åñëè ó ïåðâîãî ìîíîìà ñòå-
ïåíü ïðè ñòàðøåé ïåðåìåííîé áîëüøå, òî
îí ñ÷èòàåòñÿ ñòàðøèì. Åñëè æå ñòåïåíè ïðè
ñòàðøèõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò, òî ñðàâ-
íèâàåì ñòåïåíè ïðè ñëåäóþùåé ïî ñòàðøèí-
ñòâó ïåðåìåííîé. Òàêîé ïîðÿäîê íàçûâàåò-
ñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì. Èìåííî òàê óïî-
ðÿäî÷åíû ñëîâà â ñëîâàðÿõ. Áóêâû ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå, à ñëîâà óïî-
ðÿäî÷åíû ñíà÷àëà ïî ïåðâîé áóêâå, çà-
òåì ïî âòîðîé è òàê äàëåå. ×òî æå íàì äàåò
óïîðÿäî÷åíèå ìîíîìîâ? Â êàæäîì ïîëèíî-
ìå òåïåðü âûäåëåí ñòàðøèé ÷ëåí, è ìû ìî-
æåì ïðîâåðèòü, íå äåëèòñÿ ëè îäèí èç ñòàð-
øèõ ÷ëåíîâ îñòàëüíûõ ïîëèíîìîâ íà ýòîò
ñòàðøèé ÷ëåí. Åñëè äà, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå óðàâíåíèå ìîæíî óïðîñòèòü. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì óïðîùåíèè ïðîèñõî-
äèò óìåíüøåíèå ñòàðøåãî ÷ëåíà óïðîùàå-
ìîãî óðàâíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðè-
äåì â êîíöå êîíöîâ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé,
ñòàðøèå ÷ëåíû êîòîðûõ óæå íå äåëÿòñÿ âçà-
èìíî äðóã íà äðóãà. Ìîæåò áûòü, â ýòîì
ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé íå ìîæåò áûòü

äàëåå óïðîùåíà? Ïðîñòûå ïðèìåðû ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé
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còàðøèìè ÷ëåíàìè ÿâëÿþòñÿ ìîíîìû 5y  è
yx 2 , êîòîðûå íå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà, íî â

ïåðâîì óðàâíåíèè åñòü ÷ëåí 335 yx , êîòî-
ðûé ìû ìîãëè áû ëåãêî èñêëþ÷èòü, òàê êàê
îí, õîòü è íå ÿâëÿåòñÿ ñòàðøèì ÷ëåíîì ñâî-
åãî óðàâíåíèÿ, íî äåëèòñÿ íà ñòàðøèé ÷ëåí
âòîðîãî óðàâíåíèÿ. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîå, óìíîæåííîå íà 2xy , ïðèâî-
äèì ñèñòåìó ê âèäó, êîòîðàÿ óæå íå óïðî-
ùàåòñÿ ïîäîáíûì îáðàçîì.

Òåïåðü ââåäåì íîâóþ òåðìèíîëîãèþ.
Åñëè ó íàñ çàôèêñèðîâàí ïîðÿäîê

ìîíîìîâ, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëè-
íîì P ðåäóöèðóåòñÿ ïðè ïîìîùè íàáîðà
ïîëèíîìîâ Q1, ..., Qn, åñëè ñòàðøèé ÷ëåí
ïîëèíîìà P äåëèòñÿ íà îäèí èç ñòàðøèõ
÷ëåíîâ ïîëèíîìîâ Qi. Óïðîùåíèå ïîëèíî-
ìîâ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû óíè÷-
òîæåíèÿ ñòàðøåãî ÷ëåíà ìû áóäåì íàçûâàòü
ðåäóêöèåé. Åñëè â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè ïî-
ëèíîìà P îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ïîëèíî-
ìîâ Q1, ..., Qn ïîëó÷àåòñÿ ïîëèíîì P1, òî ìû
ãîâîðèì, ÷òî ïîëèíîì P ðåäóöèðóåòñÿ ê P1
ïðè ïîìîùè ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Q1, ..., Qn.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî, òàê êàê ïðîöåññ
ïîíèæåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ íå ìîæåò áûòü
áåñêîíå÷íûì, â ðåçóëüòàòå ïðîöåññà ðåäóê-

...ïåðåìåííóþ y ìû áóäåì ñ÷èòàòü
áîëåå ñòàðøåé, ÷åì ïåðåìåííóþ x.
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öèè ìû ñìîæåì ïðèâåñòè ëþáóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé ê òàêîé, â êîòîðîé ñòàðøèå ÷ëå-
íû ïîïàðíî íå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà. Âåñü
ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ñ÷èòàòü îáîáùåíèåì
àëãîðèòìà Åâêëèäà äåëåíèÿ ïîëèíîìîâ îò
îäíîé ïåðåìåííîé. Òîëüêî äåëèì ìû òåïåðü
ïîëèíîì P íå íà îäèí ïîëèíîì, à ñðàçó íà
íàáîð ïîëèíîìîâ Q1, ..., Qn.

Ïðîöåññ äåëåíèÿ-ðåäóêöèè ìîæíî
äàæå çàïèñûâàòü òî÷íî òàê æå � «óãîëêîì».
Ñïðàâà ìû çàïèñûâàåì ïîëèíîìû-äåëèòå-
ëè ÷åðåç çàïÿòóþ. Êàæäîå âû÷èòàíèå â ýòîé
ñõåìå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîé ðåäóê-
öèè. Ïðàâäà, ó íàñ ïîÿâèëàñü íåêîòîðàÿ ñâî-
áîäà � âåäü ìû ðàçðåøàåì ðåäóöèðîâàòü ïî-
ëèíîì ñ ïîìîùüþ ëþáîãî èç ñòàðøèõ ÷ëå-
íîâ ïîëèíîìîâ Qi. Ìû ìîæåì îêàçàòüñÿ ïå-
ðåä âîçìîæíîñòüþ âûáîðà â òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ ðåäóêöèè áóäåò ïîäõîäèòü ñòàðøèé ÷ëåí
íå îäíîãî ïîëèíîìà Qi, à ñðàçó íåñêîëüêèõ.
Â ýòîì ñëó÷àå ìû îñòàâëÿåì ñåáå ñâîáîäó
ïðîèçâîäèòü ëþáóþ èç âîçìîæíûõ ðåäóê-
öèé. Ïðàâäà, ðåçóëüòàò òàêèõ ðåäóêöèé ìî-
æåò çàâèñåòü îò âûáèðàåìûõ äëÿ íèõ ñòàð-
øèõ ÷ëåíîâ. Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì ãàðàí-
òèðîâàíî, ýòî òî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó-
÷àåì ïîëèíîì, óæå íå ðåäóöèðóåìûé ñ ïî-
ìîùüþ ïîëèíîìîâ Q1, ..., Qn. Ïî àíàëîãèè
ñî ñëó÷àåì îäíîé ïåðåìåííîé ðåçóëüòàò åñ-
òåñòâåííî áûëî áû íàçâàòü îñòàòêîì îò äå-
ëåíèÿ ïîëèíîìà P íà íàáîð ïîëèíîìîâ Q1,
Q2, Q3, ..., Qn.

Òåïåðü ïîïðîáóåì èññëåäîâàòü âîï-
ðîñ: à ïî÷åìó ðåçóëüòàò, òî åñòü òàêîé îñòà-
òîê, ìîæåò áûòü íå îäíîçíà÷åí?

×ÒÎ ÒÀÊÎÅ ÈÄÅÀË.
 ÊÀÊ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ

ÑÂßÇÀÍÛ Ñ ÈÄÅÀËÀÌÈ

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå íàì óäàëîñü
ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà
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ïðèâåñòè ê òàêîé, â êîòîðîé íèêàêèå ðå-
äóêöèè ñòàðøèõ ÷ëåíîâ íåâîçìîæíû. Ìî-
æåò áûòü, ýòî è åñòü ïðîñòåéøèé âèä äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû? Ê âåëèêîìó ñî-

æàëåíèþ, îïÿòü äåëî îáñòîèò íåñêîëüêî
ñëîæíåå.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé





=+−
=+−
01
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xyyx

.

Ìû ëåãêî ìîæåì óâèäåòü, ÷òî â ýòîì
ïðèìåðå íåâîçìîæíî ïðîâåñòè íè îäíîé
ðåäóêöèè.

Çäåñü íàáîðîì ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ÿâëÿ-
åòñÿ íàáîð yx 2  è 3x , è ìû âèäèì, ÷òî íè
îäèí èç íèõ íå äåëèòñÿ íà äðóãîé. Óïðîùå-
íèÿ ïðîñòûìè ðåäóêöèÿìè íåâîçìîæíû. Îä-
íàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ â ïðèí-
öèïå, ñäåëàâ êàêèå-òî äðóãèå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, óïðîñòèòü ýòó ñèñòåìó. Äåéñòâèòåëü-
íî, óìíîæèâ ïåðâîå óðàâíåíèå íà x, à âòî-
ðîå íà y è âû÷èòàÿ èõ äðóã èç äðóãà, ìû
ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ëåâîé ÷àñòè ïîëèíîì

yyxyx −++− 32 .
Ýòî óðàâíåíèå óæå ìîæåò áûòü ðåäó-

öèðîâàíî ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî.
Ïðèìåíèâ ê íåìó íàø àëãîðèòì ðå-

äóêöèè, ìû ïîëó÷èì â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
óðàâíåíèå x + y3 � y � xy + 1, êîòîðîå òàêæå
ìîæåò áûòü ëåãêî âûâåäåíî èç èñõîäíîé ñè-
ñòåìû óðàâíåíèé. Ïðè÷åì ñòàðøèé ÷ëåí åãî
y3 äåëèòñÿ íà ñòàðøèé ÷ëåí âòîðîãî óðàâ-
íåíèÿ y2, è ìû ñíîâà ìîæåì ðåäóöèðîâàòü
ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû, â êîíöå
êîíöîâ, ïîëó÷èì ïîëèíîì x5 + x2 + y � x4 � x.

Åãî ñòàðøèé ÷ëåí ðàâåí y è íå ìîæåò
áûòü äàëåå ðåäóöèðîâàí.

Â ÷åì æå çäåñü äåëî? Ìû èìåëè
ïåðâîíà÷àëüíî ñèñòåìó, íå ïîääàþùóþ-
ñÿ óïðîùåíèþ ñ ïîìîùüþ âçàèìíûõ ðå-
äóêöèé óðàâíåíèé, íî íàøëîñü óðàâíå-
íèå yyxyx −++− 32 , êîòîðîå ìîæåò
áûòü âûâåäåíî èç èñõîäíîé ñèñòåìû è êî-
òîðîå âñå æå ìîæåò áûòü óïðîùåíî ñ ïî-
ìîùüþ èñõîäíûõ óðàâíåíèé äî óðàâíåíèÿ
x5 + x2 + y � x4 � x = 0.

Çäåñü ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè
ðàññìàòðèâàòü âìåñòå ñ íåêîòîðîé èñõîä-
íîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé
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âñå âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãëè
áû áûòü èç íåå âûâåäåíû. Òàê, ëþáîå óðàâ-
íåíèå P(x1, x2, ..., xn) = 0 ìîæíî óìíîæèòü
íà ïðîèçâîëüíûé ïîëèíîì Q(x1, x2, ..., xn) è
ïîëó÷èòü óðàâíåíèå Q⋅P = 0 â êà÷åñòâå ñëåä-
ñòâèÿ. Àíàëîãè÷íî, ñêëàäûâàÿ ëþáûå äâà
óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, êîòî-
ðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì óðàâíåíèé, êîòî-
ðûå ìû ñêëàäûâàåì. Ðàññìîòðèì òåïåðü âñå
âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
âûâåäåíû èç íåêîòîðîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
âèäà (1).

Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìíîæå-
ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ P, ïîðîæ-
äåííûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1), òî ëåãêî
âèäåòü ÷òî ìíîæåñòâî J âìåñòå c êàæäûìè
äâóìÿ ïîëèíîìàìè P1 è P2 ñîäåðæèò òàêæå
è èõ ñóììó, à âìåñòå ñ êàæäûì ïîëèíîìîì
Ð ñîäåðæèò âñå êðàòíûå åìó ïîëèíîìû PQ.

Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ïîëè-
íîìèàëüíûìè èäåàëàìè. Òàêèì îáðàçîì,
êàæäàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïîðîæäàåò íå-
êîòîðûé ïîëèíîìèàëüíûé èäåàë. Ñàì ïî-
ëèíîìèàëüíûé èäåàë ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü
ñèñòåìîé óðàâíåíèé, íî òîëüêî êîëè÷åñòâî
óðàâíåíèé â òàêîé ñèñòåìå áåñêîíå÷íî.
Îêàçûâàåòñÿ, ñ òàêèìè ñèñòåìàìè íåòðóäíî
íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü, è âñå îíè ýêâèâàëåíò-
íû ñàìûì îáû÷íûì êîíå÷íûì ñèñòåìàì
óðàâíåíèé. Ïðàâäà, ýòîò ôàêò ñîñòàâëÿåò
ñîäåðæàíèå äîâîëüíî ãëóáîêîé òåîðåìû
Ãèëüáåðòà.

Òåïåðü ìû óæå âïëîòíóþ ïîäîøëè ê
îñíîâíîé èäåå ïîëèíîìèàëüíîãî óïðîùåíèÿ,
êîòîðàÿ ëåæèò â îñíîâå òåîðèè áàçèñîâ
Ãð¸áíåðà.

ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ Ê ÏÐÎÑÒÅÉØÅÉ
ÈËÈ ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÎÐÌÅ

Ðàññìîòðèì îïÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñèñ-
òåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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Âìåñòå ñ íåé ìû áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òàêæå âåñü èäåàë J ïîëèíîìîâ, êîòî-
ðûå ïîðîæäåíû ïîëèíîìàìè P1, P2, ..., Pm.

Ïóñòü íàì êàêèì-òî îáðàçîì óäàëîñü
ïðèâåñòè èñõîäíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ê
âèäó

( )
( )

( )








=

=
=

0

0
0

21

212

211

n

n

n

x,...,x,xg
...

x,...,x,xg
x,...,x,xg

r

,

êîòîðûé ìû õîòåëè áû ñ÷èòàòü íàèáîëåå
ïðîñòûì. Âñå, ÷òî ìû ïîòðåáóåì îò òàêîãî
âèäà óðàâíåíèé � ýòî òî, ÷òîáû ëþáîå óðàâ-
íåíèå, âûâîäèìîå èç èñõîäíîé ñèñòåìû, òî
åñòü ëþáîé ïîëèíîì P, ïðèíàäëåæàùèé èäå-
àëó J, ìîã áû áûòü óïðîùåí ñ ïîìîùüþ
ðåäóêöèé îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà ïîëèíî-
ìîâ g1, g2, ..., gr.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ
gi ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¸áíåðà äëÿ ïîëèíî-
ìèàëüíîãî èäåàëà J, åñëè ñòàðøèé ÷ëåí
ëþáîãî èç ïîëèíîìîâ èäåàëà J äåëèòñÿ íà
îäèí èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìîâ gi.

Íàøå îïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåêîí-
ñòðóêòèâíî. Ìû íèêîãäà íå ñìîæåì ïðîâå-
ðèòü ýòî óñëîâèå äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà ïîëèíîìîâ èç J. Òåì íå ìåíåå ïî÷òè
ñðàçó æå óäàåòñÿ äîêàçàòü ñîâåðøåííî óäè-
âèòåëüíûå ñâîéñòâà òàêèõ áàçèñîâ. Îíè
âïîëíå äîñòîéíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿþò
ïðîèçâîëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â ÷åì ìû
ñåé÷àñ è óáåäèìñÿ.

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÁÀÇÈÑÎÂ ÃÐ¨ÁÍÅÐÀ

Äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ åñòü íàáîð ïîëè-
íîìîâ gi, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãð¸á-

...ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ P,
ïîðîæäåííûõ ñèñòåìîé...
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íåðà ïîëèíîìèàëüíîãî èäåàëà J. Ïîêàæåì,
÷òî òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì ïðî ëþáîé ïî-
ëèíîì Ð óçíàòü, ïðèíàäëåæèò îí èäåàëó J
èëè íåò. Íà ÿçûêå óðàâíåíèé ýòî îçíà÷àåò
ðåøèòü çàäà÷ó, ÿâëÿåòñÿ ëè êàêîå-òî óðàâ-
íåíèå ñëåäñòâèåì çàäàííîé ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé. Òàêàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé
ïðèíàäëåæíîñòè ê èäåàëó.

Ó íàñ åñòü àëãîðèòì äåëåíèÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ïîëèíîìà íà íàáîð ïîëèíîìîâ,
êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíûì ðå-
äóêöèÿì.

Ïðèìåíèì ýòîò àëãîðèòì ê ïîëèíîìó
P è íàáîðó ïîëèíîìîâ gi.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì êàêîé-òî
ïîëèíîì R, êîòîðûé óæå îòíîñèòåëüíî gi
íå ðåäóöèðóåòñÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî R ìî-
æåò îêàçàòüñÿ è ðàâíûì íóëþ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî P ïðèíàäëåæàë èäåàëó J. Â ðå-
çóëüòàòå êàæäîé îòäåëüíîé ðåäóêöèè ìû
ïîëó÷àëè ñíîâà ýëåìåíò èäåàëà, òàê êàê
âû÷èòàëè ïîëèíîì, êðàòíûé gi. Ñëåäîâàòåëü-
íî, â èòîãå ìû äîëæíû áûëè áû òàêæå ïî-
ëó÷èòü ýëåìåíò èäåàëà. Íî òàê êàê, ïî îï-
ðåäåëåíèþ áàçèñà Ãð¸áíåðà, ñòàðøèé ÷ëåí
ëþáîãî ïîëèíîìà èç èäåàëà äåëèòñÿ íà îäèí
èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìîâ gi, òî ïîëè-
íîì R íå ìîæåò áûòü íå ðåäóöèðóåìûì.
Ñëåäîâàòåëüíî, îí äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ.
Ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Ïîëèíîì P òîãäà è òîëüêî
òîãäà ïðèíàäëåæèò èäåàëó J, åñëè îñòàòîê
îò äåëåíèÿ P íà ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ èç
áàçèñà Ãð¸áíåðà èäåàëà J ðàâåí íóëþ.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ îïðåäåëå-
íèå áàçèñà è áûëî íåêîíñòðóêòèâ-
íûì, ýòîò àëãîðèòì âïîëíå êîíñò-
ðóêòèâåí, åñëè íàì òî÷íî èçâåñò-
íî, ÷òî ïîëèíîìû gi îáðàçóþò áà-
çèñ Ãð¸áíåðà èäåàëà J.

Àëãîðèòì äåëåíèÿ ïîëèíîìà
íà íàáîð ïîëèíîìîâ íåìíîãèì
ñëîæíåå îáû÷íîãî àëãîðèòìà Åâê-
ëèäà.

Äðóãèì óäèâèòåëüíûì ñâîé-
ñòâîì ìíîæåñòâà ïîëèíîìîâ, îá-
ðàçóþùèõ áàçèñ Ãð¸áíåðà, ÿâëÿåò-
ñÿ òî, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ëþáî-
ãî ïîëèíîìà íà íàáîð ïîëèíîìîâ áà-

çèñà îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, õîòÿ ðåäóêöèè â
ïðîöåññå äåëåíèÿ ìû ìîæåì ïðîèçâîäèòü â
ëþáîì ïîðÿäêå.

Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, ÷òî íåêî-
òîðûé ïîëèíîì P ðåäóöèðóåòñÿ äâóìÿ ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè ê ïîëèíîìàì R1 è R2.
Òàê êàê â ïðîöåññå ðåäóêöèé èç ïîëèíî-
ìà P âû÷èòàþòñÿ òîëüêî ïîëèíîìû, êðàò-

íûå ïîëèíîìàì gi, òî i

r

i
i gfRP ⋅=− ∑

=1
1

 è

ii
ghRP

r

i
⋅=− ∑

=1
2

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü R1 � R2 ïðè-
íàäëåæèò èäåàëó J, íî ñòàðøèé ÷ëåí ýòîé
ðàçíîñòè � ìîíîì, ïðèñóòñòâóþùèé ëèáî â
R1, ëèáî â R2. Åñëè îí ìîæåò áûòü ðåäóöèðî-
âàí ñ ïîìîùüþ íàáîðà g1, g2, ..., gr, òî îäèí
èç ïîëèíîìîâ R1 èëè R2 íå ìîæåò áûòü íå
ðåäóöèðóåìûì. Ñëåäîâàòåëüíî, R1 � R2 = 0.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ìû âîâñå íå òðå-
áîâàëè òîãî, ÷òîáû ñàìà ñèñòåìà g1, g2, ..., gr
íå ìîãëà áûòü óïðîùåíà.

Òàêîå áîëåå ñèëüíîå òðåáîâàíèå ïðè-
âîäèò ê ïîíÿòèþ ðåäóöèðîâàííîãî áàçèñà
Ãð¸áíåðà.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ Ãð¸áíåðà gi èäå-
àëà J íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì, åñëè âñå
èõ ñòàðøèå ÷ëåíû ïîïàðíî íå äåëÿò äðóã
äðóãà.

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ Ãð¸áíåðà gi èäå-
àëà J íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåäóöèðîâàííûì,
åñëè êàæäûé ìîíîì ïîëèíîìà gi íå äåëèò-
ñÿ íè íà îäèí èç ñòàðøèõ ÷ëåíîâ áàçèñà.

Ìû íèêîãäà íå ñìîæåì ïðîâåðèòü ýòî óñëîâèå
äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïîëèíîìîâ...
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ïîëèíîìèàëüíîãî èäåàëà ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííûé âïîëíå ðåäóöèðî-
âàííûé áàçèñ Ãð¸áíåðà. Òî åñòü êàæ-
äàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, äàæå áåñêî-
íå÷íàÿ, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
åäèíñòâåííîìó êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Îãîâîðèìñÿ çäåñü, ÷òî òàêàÿ
åäèíñòâåííîñòü ïîÿâëÿåòñÿ ëèøü
ïîñëå òîãî, êàê ìû çàôèêñèðîâà-
ëè óïîðÿäî÷åíèå ìîíîìîâ. Äàæå
îãðàíè÷èâøèñü ëåêñèêîãðàôè÷åñ-
êèìè ïîðÿäêàìè, ìû ìîãëè áû èç-
ìåíèòü ñòàðøèíñòâî ïåðåìåííûõ,
íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ ïåðåìåííóþ x ñòàðøåé
ïî îòíîøåíèþ ê y. Êðîìå ýòîãî, ìû ìîã-
ëè áû ðàññìàòðèâàòü è äðóãèå ïîðÿäêè,
íàïðèìåð, ñðàâíèâàÿ ñíà÷àëà íå ñòåïåíü
ñòàðøåé ïåðåìåííîé, à ñóììàðíóþ ñòå-
ïåíü. Ïðè ýòîì áàçèñ Ãð¸áíåðà, âîîáùå
ãîâîðÿ, ìîæåò èçìåíèòüñÿ.

Áàçèñ Ãð¸áíåðà äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà áîëüøèíñòâî
âîïðîñîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èññëåäî-
âàíèè ñèñòåì óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ òîãî
÷òîáû îïðåäåëèòü, áóäåò ëè ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ñîâìåñòíà (à ýòî ýêâèâàëåíòíî íàëè-
÷èþ êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé), äîñòàòî÷íî
âû÷èñëèòü ëþáîé áàçèñ Ãð¸áíåðà è ïðîâå-
ðèòü, íå ñîäåðæèò ëè îí íåíóëåâóþ êîí-
ñòàíòó. Åñëè â áàçèñå Ãð¸áíåðà åñòü êîí-
ñòàíòà 1, òî âñÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà óðàâ-
íåíèþ 1 = 0, òî åñòü íåñîâìåñòíà. Ìîæíî
îòâåòèòü è íà ìíîæåñòâî äðóãèõ âîïðîñîâ,
íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà
êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé îïðåäåëèòü òî÷íîå
èõ êîëè÷åñòâî. Â ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìà äî-
ïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, ëåæàò ëè ðåøåíèÿ íà êðè-
âûõ, ïîâåðõíîñòÿõ, èëè æå îáðàçóþò ìíî-
æåñòâà áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ìîæ-
íî òàêæå ýôôåêòèâíî èñêëþ÷àòü ïåðåìåí-
íûå èç óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, èç ïðèâåäåí-
íîé âûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé
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ìîæíî âûâåñòè, ÷òî

x7 + x4 � 2x6 � 2x3 + x5 + x2 � 1 = 0.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â çàêëþ÷åíèå ñêàæåì, ÷òî áàçèñû
Ãð¸áíåðà ìîæíî ýôôåêòèâíî ñòðîèòü ïî
ñèñòåìàì óðàâíåíèé. Âû ëåãêî ìîæåòå ïðå-
îáðàçîâàòü ëþáóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ê âèäó
áàçèñà Ãð¸áíåðà, åñëè ó âàñ åñòü ïîä ðóêîé
îäíà èç ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, íà-
ïðèìåð MAPLE èëè MATHEMATICA.

Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì è ñàìî
íàçâàíèå «áàçèñû Ãð¸áíåðà» áûëè ïðèäó-
ìàíû àâñòðèéñêèì ìàòåìàòèêîì Á. Áóõáåð-
ãåðîì (è íàçâàíû èì â ÷åñòü åãî ó÷èòåëÿ).
Îí æå ðàçðàáîòàë è äîâîëüíî ïðîñòûå óñ-
ëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðîâåðÿòü çà êî-
íå÷íîå ÷èñëî øàãîâ, ÿâëÿåòñÿ ëè íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ áàçèñîì Ãð¸áíåðà.
Òàêèå óñëîâèÿ íîñÿò íàçâàíèå êðèòåðèåâ
Áóõáåðãåðà. Îá ýòèõ óñëîâèÿõ è àëãîðèòìå
Áóõáåðãåðà ìû ðàññêàæåì â ñëåäóþùèé ðàç.

ÇÀÄÀ×È

Çàäà÷à 1

Óðîâåíü 1. Äîêàæèòå, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü
ïîëó÷èâøåãîñÿ óðàâíåíèÿ åñòü íàèáîëüøèé
îáùèé äåëèòåëü âñåõ ïîëèíîìîâ èç ëåâûõ
÷àñòåé ñèñòåìû (1).

Çàäà÷à 2

Óðîâåíü 1. Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëå-
íèÿ ïîëèíîìà f(x, y, z) = xy2z3 íà íàáîð ïî-
ëèíîìîâ  {x � y2, y � z2, z � x2}.

Èçìåíèòå òåïåðü ïîðÿäîê, â êîòîðîì
çàïèñàíû äåëèòåëè, è ïîâòîðèòå âû÷èñëå-
íèÿ ñíîâà.

Ìîæíî îòâåòèòü
è íà ìíîæåñòâî äðóãèõ âîïðîñîâ...
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Óêàçàíèå. Â ïðîöåññå äåëåíèÿ âñåãäà
èñïîëüçóéòå ïåðâûé èç äåëèòåëåé, ïîäõîäÿ-
ùèé äëÿ ðåäóêöèè.

Çàäà÷à 3.
Óðîâåíü 3. Ïóñòü âàì èçâåñòíî, ÷òî

èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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n

ìîæíî êàêèì-òî îáðàçîì èñêëþ÷èòü âñå
ïåðåìåííûå, êðîìå x1, òî åñòü âûâåñòè óðàâ-

íåíèå âèäà 01 =)x(Q .

Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå óðàâíåíèå îáÿ-
çàòåëüíî ïðèñóòñòâóåò â áàçèñå Ãð¸áíåðà,
ñîîòâåòñòâóþùåì òàêîìó ëåêñèêîãðàôè÷åñ-
êîìó óïîðÿäî÷åíèþ ìîíîìîâ, â êîòîðîì

1x
ñàìàÿ ìëàäøàÿ ïåðåìåííàÿ.

Çàäà÷à 4.
Óðîâåíü 2. Ïîïðîáóéòå èñêëþ÷èòü

ïåðåìåííóþ y èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
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Çàäà÷à 5.
Ñ óïîðÿäî÷åíèÿìè ìîíîìîâ ñâÿçàíà

ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ïîëèíîìîâ, êîòîðàÿ
äàåò íàì ïî êàæäîìó ïîëèíîìó åãî ñòàð-
øèé ìîíîì. Îáîçíà÷èì ñòàðøèé ìîíîì ïî-
ëèíîìà P êàê lterm(P).

Íàïðèìåð, ñòàðøèì ÷ëåíîì ïîëèíî-
ìà x2y � z3 îòíîñèòåëüíî ëåêñèêîãðàôè÷åñ-
êîãî óïîðÿäî÷åíèÿ lex(x, y, z) ÿâëÿåòñÿ z3.

Óðîâåíü 1. Äîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèÿ
lterm óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

( ) ( ) ( )( )glterm,fltermmaxgflterm ≤+ ,

( ) ( ) ( )gltermfltermfglterm = .

Çàäà÷à 6.
Ìû óïîðÿäî÷èâàëè ìîíîìû ïîêà òîëü-

êî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Äëÿ ëþáîãî ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêîãî óïîðÿäî÷åíèÿ ìîæíî ëåãêî
äîêàçàòü, ÷òî

2121 mmm|m ≤⇒ , (1)
( )2121 mmmmmmm ≤∀⇒≤ . (2)

Òàêèå «ïðàâèëüíûå» ïîðÿäêè, óäîâëåò-
âîðÿþùèå ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëî-
âèÿì (1) è (2), íàçûâàþò äîïóñòèìûìè. Êàæ-
äîå äîïóñòèìîå óïîðÿäî÷åíèå ìîíîìîâ ïîä-
õîäèò äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñà Ãð¸áíåðà.
Î÷åíü èíòåðåñåí âîïðîñ îá îïèñàíèè ìíî-
æåñòâà âñåõ äîïóñòèìûõ óïîðÿäî÷åíèé.

Óðîâåíü 3. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ó íàñ
èìååòñÿ âñåãî äâå ïåðåìåííûõ x è y è ìû
ðàññìàòðèâàåì íå âñå ìîíîìû, à òîëüêî òà-
êèå, äëÿ êîòîðûõ ñóììà ñòåïåíåé ïðè ïåðå-
ìåííûõ íå ïðåâîñõîäèò 9.

{ }10<+== ji|yxmT ji .

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðàâèëü-
íî óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî T?

Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ äðóãîé êîì-
áèíàòîðíîé çàäà÷åé.

Çàäà÷à 7.
Ïðåäñòàâüòå ñåáå, ÷òî ó âàñ åñòü êàð-

òîííàÿ êîðîáêà, äíî êîòîðîé ðàñ÷åð÷åíî
íà êâàäðàòû. Òàêæå ó âàñ åñòü ïðîíóìåðî-
âàííûå ïëàøêè â âèäå êâàäðàòèêîâ òàêîãî
æå ðàçìåðà. Ìû ñòàâèì êîðîáêó âåðòèêàëü-
íî è ïîâîðà÷èâàåì íà óãîë 45 ãðàäóñîâ (ðè-
ñóíîê 1).

Ðèñóíîê 1. Ðèñóíîê 2. Ðèñóíîê 3.
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Âàñèëüåâ Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî îòäåëåíèÿ
Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà
èì. Â.À. Ñòåêëîâà.

Òåïåðü âàì ðàçðåøàåòñÿ ïî î÷åðåäè
êëàñòü ïëàøêè íà äíî êîðîáêè òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îíè íå ìîãëè áûòü ñäâèíóòû âíèç
ïî ëèíèÿì ñåòêè. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé
êâàäðàòèê ñòàâèòñÿ â óãîë, âòîðîé â îäíó èç
äâóõ ñîñåäíèõ êëåòîê.

×åðåç íåñêîëüêî øàãîâ âû ïîëó÷èòå
ôèãóðó ïðèáëèçèòåëüíî òàêîãî âèäà, êàê íà
ðèñóíêå 2.

Óðîâåíü 2. Ñêîëüêèìè ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè âû ÷åðåç 55 øàãîâ ñìîæåòå ïîëó-
÷èòü ñëåäóþùóþ ôèãóðó (ðèñóíîê 3)?

Óêàçàíèå. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûì ïó-
òåì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàïèñà-
íèå ïðîãðàììû, ïåðå÷èñëÿþùåé âñå âîçìîæ-
íûå ñïîñîáû óêëàäûâàíèÿ.

Óðîâåíü 3. Äîêàçàòü, ÷òî òàêèõ ñïî-
ñîáîâ çàïîëíåíèÿ ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò óïîðÿäî÷åíèé ìíîæåñòâà T,
óäîâëåòâîðÿþùèõ òîëüêî óñëîâèþ (1).

Çàìå÷àíèå. Åñëè âû ðåøèòå ýòó çàäà-
÷ó, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ îòâåòà çàäà÷è 6 íàäî
òîëüêî îòáðîñèòü óïîðÿäî÷åíèÿ, íå óäîâëåò-
âîðÿþùèå óñëîâèþ (2).

Ôèãóðû òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ â
ìàòåìàòèêå äèàãðàììàìè Þíãà è ñâÿçàíû
ñî ìíîãèìè äðóãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè
îáúåêòàìè.

Çàäà÷à 8.

Óðîâåíü 3. Åñëè ó âàñ åñòü íà êîì-
ïüþòåðå êàêàÿ-íèáóäü ñèñòåìà êîìïüþòåð-
íîé àëãåáðû, íàïðèìåð MAPLE èëè
MATHEMATICA, òî âîçüìèòå ïðîèçâîëü-
íóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé è ïîïðîáóéòå ïîñò-
ðîèòü áàçèñ Ãð¸áíåðà. Âíèìàòåëüíî ïîñìîò-
ðèòå íà îòâåò è ïðîàíàëèçèðóéòå, ÷åì ïî-
ëó÷åííàÿ ñèñòåìà ïðîùå èñõîäíîé.

Ïîýêñïåðèìåíòèðóéòå çàòåì ñ èçìå-
íåíèåì ïîðÿäêà ìîíîìîâ.


