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Àìïèëîâà Íàòàëüÿ Áîðèñîâíà

ÇÍÀÊÎÌÑÒÂÎ Ñ ÔÐÀÊÒÀËÀÌÈ

Çà ïîñëåäíèå ãîäû íàø ïîâñåäíåâ-
íûé ñëîâàðü ïîïîëíèëñÿ ñëîâîì «ôðàê-
òàë», ïðåäñòàâëÿþùèì ñîáîé ñîêðàùåí-
íîå îáîçíà÷åíèå òåðìèíîâ «ôðàêòàëüíîå
ìíîæåñòâî» èëè «ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà».
Ýòîò òåðìèí îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàå-
ìûé îáúåêò îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìîïî-
äîáèÿ, à èìåííî, åñëè óâåëè÷èòü ÷àñòü ýòî-
ãî îáúåêòà, òî îíà áóäåò ñîõðàíÿòü ñòðóê-
òóðó öåëîãî. Ìîæíî óâåëè÷èâàòü âñå áî-
ëåå ìåëêèå ÷àñòè, ýôôåêò ñîõðàíèòñÿ. Íà
ïåðâûé âçãëÿä, ñèòóàöèÿ êàæåòñÿ ìàëîâå-
ðîÿòíîé. Îäíàêî â ïðèðîäå ñàìîïîäîáèå
â ïðèáëèæåííîì âèäå âñòðå÷àåòñÿ äîâîëü-
íî ÷àñòî. Íàïðèìåð, ñòðîåíèå ìîðñêèõ
çâåçä äàåò íàì íàãëÿäíûé ïðèìåð òàêîé
ñòðóêòóðû. Î÷åðòàíèÿ áåðåãîâûõ ëèíèé
ìîðåé è ðåê ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì èõ óâå-
ëè÷åíèè òàêæå äåìîíñòðèðóþò ñóùåñòâî-
âàíèå ñàìîïîäîáèÿ. Òàêîé ýôôåêò ìîæíî
çàìåòèòü, îòñëåæèâàÿ ýòè î÷åðòàíèÿ ïî
êàðòàì âîçðàñòàþùåãî ìàñøòàáà. Èåðàð-
õè÷åñêàÿ îðãàíèçàöèÿ æèâûõ ñèñòåì �
òîæå ïðèìåð ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû.

Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ ïðîñòåéøèìè
ôðàêòàëüíûìè ìíîæåñòâàìè, âîçíèêàþùèìè
â ìàòåìàòèêå, è ðàññìîòðèì èõ ñâîéñòâà.

ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÊÀÍÒÎÐÀ

Ïóñòü 0E  îáîçíà÷àåò îòðåçîê [0,1].
Ïîäåëèì åãî íà 3 ðàâíûå ÷àñòè è óäàëèì
ñðåäíþþ òðåòü. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî
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. Ïåðåñå÷åíèå âñåõ ìíîæåñòâ

nE , ïîëó÷àåìûõ â ýòîì áåñêîíå÷íîì ïðî-
öåññå, íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìíîæå-
ñòâîì Êàíòîðà. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç P.
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íà÷àåò ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ).
Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî îáëàäàåò

ðÿäîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ. Ïðåæäå âñå-
ãî, îíî íå ïóñòî. Îäíàêî îíî íå ñîäåðæèò
â ñåáå íè îäíîãî èíòåðâàëà. Ñîñ÷èòàåì
«äëèíó» l ìíîæåñòâà P. Çàïèøåì ïðîöåññ
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Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà, âõîäÿùàÿ â ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñ-
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. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ðàâíà 3, è

òîãäà 0=l . Ðàññìîòðåííîå íàìè êàíòîðî-
âî ìíîæåñòâî îáëàäàåò òàê íàçûâàåìîé
ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé, òî åñòü ëþáàÿ åãî
÷àñòü ïîâòîðÿåò ñòðóêòóðó âñåãî ìíîæåñòâà.

Ìû ðàññìîòðèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà, îñíîâàííûé íà
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ñâîéñòâàõ óæå èçâåñòíîãî íàì ëîãèñòè-
÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî
îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

),1()( xxxf −= λ  ãäå x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
èç îòðåçêà [0,1], à λ  � âåùåñòâåííûé ïà-
ðàìåòð. Ïðè çíà÷åíèÿõ ýòîãî ïàðàìåòðà,
ëåæàùèõ â èíòåðâàëå [0,4], îòîáðàæåíèå
f ïåðåâîäèò åäèíè÷íûé îòðåçîê â ñåáÿ.
Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ýòî îòîáðàæåíèå
ïðè 4>λ , íî ïðåäâàðèòåëüíî ïîçíàêî-
ìèìñÿ ñ âåñüìà ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì
ïðè èçó÷åíèè èòåðàöèé îäíîìåðíûõ îòî-
áðàæåíèé, à èìåííî äèàãðàììîé Êåíèãñà-
Ëàìåðåÿ.

ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ
ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ

Äëÿ îäíîìåðíûõ îòîáðàæåíèé ñóùå-
ñòâóåò ïðîñòîé è íàãëÿäíûé ñïîñîá ïîñò-
ðîåíèÿ òðàåêòîðèè òî÷êè,
òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èòåðàöèé îòîáðàæåíèé
òî÷êè (â äàëüíåéøåì ïðî-
ñòî èòåðàöèé òî÷êè). Ýòîò
ìåòîä íàçûâàåòñÿ äèàã-
ðàììîé Êåíèãñà-Ëàìåðåÿ.
Ìû ïðîèëëþñòðèðóåì åãî
íà ïðèìåðå ëîãèñòè÷åñêî-
ãî îòîáðàæåíèÿ. Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóí-
êöèè )1()( xxxf −= λ  ïðè íåêîòîðîì ôèê-
ñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà λ . Ïî-
ñòðîèì òàêæå ãðàôèê ïðÿìîé xy = .

Âîçüìåì íà îñè ÎÕ òî÷êó 0x  è áóäåì
ñòðîèòü åå èòåðàöèè ïîä äåéñòâèåì )(xf .
Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿð èç 0x  äî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì )(xf . Ïðîåêöèÿ
ïîëó÷åííîé òî÷êè ãðàôèêà íà îñü OY
äàñò íàì çíà÷åíèå )( 0xf . ×òîáû ïîñò-
ðîèòü ))(()( 00

2 xffxf = , íóæíî îòëîæèòü
íà îñè ÎÕ âåëè÷èíó, ðàâíóþ )( 0xf , è äëÿ
ýòîé òî÷êè íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷å-
íèå íà ãðàôèêå. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá
îòëîæèòü íà îñè ÎÕ òðåáóåìóþ âåëè÷èíó
� ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó ))(,( 00 xfx  ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè ÎÕ, äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ ïðÿìîé xy =  è èç ïîëó÷åííîé òî÷-
êè îïóñòèòü ïåðïåíäèêóëÿð íà îñü ÎÕ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ ñõåìà äâèæåíèÿ: èç èñõîäíîé òî÷êè
( 0x ) äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì; ãîðèçîí-
òàëü äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé xy = ; âåðòè-
êàëü äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàôèêîì; ñíîâà ãî-

ðèçîíòàëü äî ïåðåñå÷åíèÿ
ñ ïðÿìîé xy =  è ò.ä. Îïè-
ñàííàÿ ñõåìà ïîêàçàíà íà
ðèñóíêå 1. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ( K,,, 210 xxx ), ïîêà-
çàííàÿ íà îñè OX, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òðàåêòî-
ðèþ òî÷êè 0x  ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèÿ )(xf .

Çäåñü ïîëåçíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òîò
ôàêò, ÷òî ìíîæåñòâî X ëåæèò íà îñè OX, à
ìíîæåñòâî Y � íà îñè OY. Îíè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé äâà ýêçåìïëÿðà îäíîãî è òîãî
æå ìíîæåñòâà: èíòåðâàëà âåùåñòâåííîé ïðÿ-
ìîé. Ïîýòîìó, êîãäà ìû îòêëàäûâàåì íà îñè
OX çíà÷åíèå )( 00 xfy =  äëÿ ïîñòðîåíèÿ
äàëüíåéøèõ èòåðàöèé, ìû ïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî ÷èñëî ýòî îäíî è òî æå íà ðàçëè÷íûõ
ýêçåìïëÿðàõ íàøåãî èíòåðâàëà.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÊÀÍÒÎÐÎÂÀ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ
ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

Âåðíåìñÿ ê ëîãèñòè÷åñêîìó îòîáðà-
æåíèþ è ðàññìîòðèì åãî ïîâåäåíèå ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 4>λ .

Â ýòîì ñëó÷àå îòðåçîê [0,1] íå îòî-
áðàæàåòñÿ â ñåáÿ. Íåòðóäíî ïîíÿòü (èñ-Ðèñóíîê 1. Äèàãðàììà Êåíèãñà-Ëàìåðåÿ.
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ïîëüçóÿ, íàïðèìåð, äèàãðàììó Êåíèãñà-
Ëàìåðåÿ), ÷òî òe òî÷êè îòðåçêà [0,1], êî-
òîðûì ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòü ãðàôèêà, ëå-
æàùàÿ âíå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ïðè
ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ f ïîêèíóò îò-
ðåçîê [0,1]. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî

0I . À êàêèå òî÷êè åäèíè÷íîãî îòðåçêà
ìîãóò ïîïàñòü â 0I ? Äëÿ ýòîãî íóæíî
ïîñòðîèòü åãî ïðîîáðàç, òî åñòü ìíîæå-

ñòâî òî÷åê )( 0
1

0 IfP −= ,  òàêèõ, ÷òî

00
1

0 ))(()( IIffPf == − . Ïðîöåññ ýòîò
ìîæíî ïðîäîëæèòü è ïîñòðîèòü ìíîæåñòâà
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1 IfIffPfP −−−− === ,
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2
IfP −= è òàê äàëåå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ òî÷åê èç 1P  íóæíî äâå èòåðàöèè, ÷òî-
áû ïîïàñòü â 0I , äëÿ òî÷åê èç 2P  òàêèõ
èòåðàöèé íóæíî 3 è ò.ä. Ýòè ìíîæåñòâà
îáðàçóþò íàáîð èíòåðâàëîâ, êîòîðûå áó-
äóò óäàëÿòüñÿ èç îòðåçêà çà îïðåäåëåííîå
÷èñëî èòåðàöèé, è ïðîöåññ ýòîãî óäàëå-
íèÿ àíàëîãè÷åí ïðîöåññó ïîñòðîåíèÿ êàí-
òîðîâà ìíîæåñòâà. ×òîáû óáåäèòüñÿ â
ýòîì, äàâàéòå ïðîäåëàåì îäèí øàã ýòîãî
ïðîöåññà (îí ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2).

Ïóñòü ],[ 000 baI = . Ïîñòðîèì åãî
ïðîîáðàç. Îòëîæèì ýòîò îòðåçîê íà îñè
OY, òàê ÷òîáû åãî êîíöû èìåëè êîîðäè-
íàòû ),0(),,0( 00 ba . Ìû çíàåì, ÷òî äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîîáðàçà îòðåçêà íàì äîñòà-
òî÷íî ïîñòðîèòü ïðîîáðàçû êîíöîâ, ïî-
ýòîìó ïðîäåëàåì ñëåäóþùåå.

Ïðîâåäåì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå îñè
ÎÕ ÷åðåç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè ),( 00 aa
è ),( 00 bb . Îáîçíà÷èì ýòè ïðÿìûå 1M  è

2M  ñîîòâåòñòâåííî. Èç òî÷åê ïåðåñå÷å-
íèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñ ãðàôèêîì ôóíêöèè

)(xfy =  (òî÷êè 2211 ,,, BABA ) îïóñêàåì
ïåðïåíäèêóëÿðû íà îñü ÎÕ. Ïîìå÷àåì îñ-
íîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ 2121 ,,, bbaa .
Òîãäà îáúåäèíåíèå îòðåçêîâ ],[ 21 aa  è

],[ 12 bb  åñòü ìíîæåñòâî )( 0
1

0 IfP −= . (Íå-

òðóäíî ïðîâåðèòü ýòî ñ ïîìîùüþ äèàãðàì-
ìû Êåíèãñà-Ëàìåðåÿ: èòåðàöèÿ ëþáîé òî÷-
êè èç ýòèõ îòðåçêîâ ïåðåâîäèò åå â òî÷êó
ìíîæåñòâà 0I .)

×òîáû ïîëó÷èòü 1P , íóæíî äëÿ êàæ-
äîãî èç îòðåçêîâ ],[ 21 aa , ],[ 12 bb  àíàëî-
ãè÷íûì ñïîñîáîì ïîñòðîèòü èõ ïðîîáðà-

çû. Ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî, êîòîðîå áó-
äåò ñîñòîÿòü èç îáúåäèíåíèÿ ÷åòûðåõ îò-
ðåçêîâ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû áó-
äåì ïîëó÷àòü ìíîæåñòâà kP . Èõ îáúåäè-
íåíèå � ýòî è åñòü òå òî÷êè îòðåçêà [0,1],
êîòîðûå ïîêèäàþò åãî ïðè k ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ èòåðàöèÿõ f. ×òî æå îñòàåòñÿ íà
íàøåì îòðåçêå? Îñòàåòñÿ êàíòîðîâî ìíî-
æåñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷àþùååñÿ êàíòî-
ðîâî ìíîæåñòâî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ñòàíäàðòíûì � äëèíà óäàëÿåìîé ÷àñòè çà-
âèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðà λ . Íåòðóäíî
ïîäîáðàòü åãî òàê, ÷òîáû äëèíà îòðåçêà

0I  ðàâíÿëàñü 
3

1
.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êàíòîðîâà
ìíîæåñòâà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ
ëîãèñòè÷åcêîãî îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî
ïðîñò. Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå
îòðåçêà [0,1] (äîïóñòèì N òî÷åê) è ñòðî-
èì èòåðàöèè êàæäîé òî÷êè. Íà êàæäîì
øàãå ïðîâåðÿåì, âûõîäèò ëè ðåçóëüòàò çà
ãðàíèöû åäèíè÷íîãî îòðåçêà. Òî÷êè, äëÿ
êîòîðûõ ðåçóëüòàòû èõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
èòåðàöèé îñòàþòñÿ âíóòðè îòðåçêà, îòìå-
÷àåì îäíèì öâåòîì, òå æå, äëÿ êîòîðûõ
ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñÿ, îòìå÷àåì äðóãèì
öâåòîì.

Íà ðèñóíêå 3 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ïî-
ñòðîåíèÿ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ
ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Íà âåðòè-

Ðèñóíîê 2. Ëîãèñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ïðè 4>λ . Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà P

0
.

I0

A2 B2

Y

X
b2 b1a2a1 b0a0

B1A1



61

êàëüíîé îñè îòìå÷åíû íîìåðà èòåðàöèé.
Äëÿ óäîáñòâà îòñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà ïî-
ñòðîåíèÿ ðåçóëüòàò êàæäîé èòåðàöèè ðè-
ñóåòñÿ íà íîâîì ýêçåìïëÿðå îòðåçêà.

Ïðèìåð ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé
ýòî ïîñòðîåíèå, ïðèâåäåí â ïðèëîæåíèè.

ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÜ
ÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ, ñ
êîòîðûìè ìû âñòðå÷àåìñÿ â ïðîöåññå èñ-
ñëåäîâàíèé òåõ èëè èíûõ îáúåêòîâ, èñ-
ïîëüçóåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ
ðàçìåðíîñòüþ. Íàøè îñíîâíûå ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðûõ ìû ÷àùå âñåãî ðàáîòàåì,
ýòî ïðÿìàÿ, ïëîñêîñòü, òðåõìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ ìû óìå-
åì âû÷èñëÿòü äëèíû îòðåçêîâ, ïëîùàäè
ïëîñêèõ ôèãóð, îáúåìû ðàçëè÷íûõ òåë.
Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè â êàæäîì èç ýòèõ
ïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ââå-
äåííîé êàêèì-ëèáî îáðàçîì ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ èëè äåêàðòîâà ñèñ-
òåìà êîîðäèíàò, â êîòîðîé ïîëîæåíèå òî÷-
êè çàäàåòñÿ ïðîåêöèÿìè íà âûáðàííûå îñè
êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ òî÷êà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ÷èñåë,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðîåêöèè òî÷êè íà
îñè êîîðäèíàò. Íà ïðÿìîé ïîëîæåíèå òî÷-
êè õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíîé êîîðäèíàòîé,
íà ïëîñêîñòè äâóìÿ, â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå � òðåìÿ è ò.ä. Íè÷òî íå ìåøàåò
ïîñòðîèòü àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-
òîðîì ïîëîæåíèå òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ n êîîðäèíàò. Ýòî ÷èñëî ìû îáû÷-
íî è èìååì â âèäó, êîãäà ãîâîðèì î ðàç-
ìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ñóùåñòâóþò, îä-
íàêî, ïðîñòðàíñòâà âåñüìà ñëîæíîé ñòðóê-
òóðû, äëÿ êîòîðûõ òîæå ââîäèòñÿ õàðàê-
òåðèñòèêà, íàçûâàåìàÿ ðàçìåðíîñòüþ, íî
îíà îïðåäåëÿåòñÿ èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé.

Êàê ìû âèäåëè, ïîïûòêà èçìåðèòü
äëèíó ìíîæåñòâà Êàíòîðà áûëà íå î÷åíü
óäà÷íîé. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó. Äëèíà
â ïðèâû÷íîì ïîíèìàíèè ýòîãî ñëîâà îç-
íà÷àåò èçìåðåíèå îòðåçêà, à ïîñêîëüêó
êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íå ñîäåðæèò íè îä-
íîãî öåëîãî èíòåðâàëà, òî âïîëíå åñòå-
ñòâåííî, ÷òî äëèíà ðàâíà íóëþ. Îäíàêî,
êàê ìû âèäåëè, êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íå
ïóñòî, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
êàê-òî åãî «èçìåðèòü».

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîöåäóðó.
Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè p çàäà-
íî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî M. (Ìû ñåé÷àñ
èìååì â âèäó íàøå îáû÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå î ðàçìåðíîñòè: ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-
íîñòè 0 � ýòî òî÷êà, ðàçìåðíîñòè 1 � ïðÿ-
ìàÿ, 2 � ïëîñêîñòü è ò.ä.) Ðàññìîòðèì òàêæå
êóáèêè c çàäàííûì ðåáðîì, íàïðèìåð ε ,
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Êóáèê â ïðîñòðàí-
ñòâå ðàçìåðíîñòè 0 � òî÷êà, â ïðîñòðàí-
ñòâå ðàçìåðíîñòè 1 � îòðåçîê äëèíû ε ,
íà ïëîñêîñòè ýòî êâàäðàò ñ òàêîé ñòîðî-
íîé è ò.ä. Îáîçíà÷èì òàêîé êóáèê )(εC .
Òåïåðü âîçüìåì íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ýòèõ
êóáèêîâ è ïåðåíóìåðóåì èõ. Êóáèê ñ íî-
ìåðîì i îáîçíà÷èì )(εiC .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî êó-
áèêîâ îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà M,
åñëè êàæäàÿ òî÷êà èç M ëåæèò â îäíîì èç

Iterations: 6
Iam=4.70000

Ðèñóíîê 3. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ
êàíòîðîâà ìíîæåñòâà.
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êóáèêîâ. Ïðèìåð ïîêðûòèÿ èçîáðàæåí íà
ñëåäóþùåì ðèñóíêå. Çäåñü ìíîæåñòâî M
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îêðóæíîñòü, à îáúå-
äèíåíèå âñåõ êâàäðàòèêîâ ÿâëÿåòñÿ ïîêðû-
òèåì M.

Ïîêðîåì íàøå ìíîæåñòâî êóáèêà-
ìè ñî ñòîðîíîé ε . Îáîçíà÷èì ÷èñëî íå-
îáõîäèìûõ ýëåìåíòîâ äëÿ òàêîãî ïîêðû-
òèÿ ÷åðåç )(εN  è âû÷èñëèì îòíîøåíèå

)/1ln(

)(ln

ε
εN

. Òåïåðü áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî

óìåíüøàòü âåëè÷èíó ε  (âûáèðàòü áîëåå
ìåëêîå ïîêðûòèå). Ïóñòü ýòè âûáèðàåìûå
âåëè÷èíû îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

,...., 21 εε  Äëÿ êàæäîãî iε  áó-
äåì âû÷èñëÿòü îòíîøåíèå
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id , òî åñòü âû÷èñëèì âûðà-

æåíèå 
)/1ln(

)(ln
lim

0 ε
ε

ε

N
d

→
= . Ïîëó-

÷åííîå ÷èñëî íàçûâàþò õàóñ-
äîðôîâîé ðàçìåðíîñòüþ äàí-
íîãî ìíîæåñòâà. Òàêèì îáðà-
çîì, ìû ïîêðûâàåì íàøå ìíî-
æåñòâî êóáèêàìè âñå áîëåå
ìàëåíüêîãî ðàçìåðà è âû÷èñ-
ëÿåì ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àþùåéñÿ
îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì, êàê
âûãëÿäèò ââåäåííàÿ õàðàêòå-
ðèñòèêà äëÿ õîðîøî èçâåñò-
íûõ ìíîæåñòâ � òî÷êè, îòðåç-
êà è êâàäðàòà.

Ïðèìåð 1. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîêðûòü òî÷êó íà ïëîñêî-
ñòè, ïîòðåáóåòñÿ îäèí ýëåìåíò
ïîêðûòèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî

1)( =εN  è .0=d  Ýòî ñîãëà-

ñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì îáû÷íîé ðàçìåð-
íîñòè äëÿ òî÷êè.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì îòðåçîê ïðÿ-
ìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 0 è 1. Ðàçîáüåì
åãî íà ÷àñòè äëèíû ε . Òàêèõ ÷àñòåé íóæ-
íî )(εN =(äëèíà îòðåçêà)/(äëèíà îäíîé ÷à-
ñòè)=1/ ε . Òîãäà ðàçìåðíîñòü d ðàâíà
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Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé
êâàäðàò. Ðàçîáüåì êàæäóþ èç ñòîðîí íà
ε  ÷àñòåé.

Òîãäà 
211

)( −=×= ε
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εN . Íàïðèìåð

ïðè ñòîðîíå ýëåìåíòà ïîêðûòèÿ, ðàâíîé
1/10, íàì ïîòðåáóåòñÿ 100 êâàäðàòèêîâ
äëÿ ïîêðûòèÿ èñõîäíîãî åäèíè÷íîãî êâàä-
ðàòà. Íåòðóäíî ñîñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîì ñëó-

÷àå 2
)/1ln(

)ln(
lim

2

0
==

−

→ ε
ε

ε
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Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî õà-
óñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü ñîâïàäàåò ñ îáû÷-

íîé äëÿ ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé,
ïëîñêîñòè.

Ïîïðîáóåì òåïåðü âû-
÷èñëèòü õàóñäîðôîâó ðàçìåð-
íîñòü ìíîæåñòâà Êàíòîðà.

Íà ïåðâîì øàãå ïîñò-
ðîåíèÿ ìû âûáðàñûâàëè
ñðåäíþþ òðåòü îòðåçêà. Òà-
êèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ïîêðûòü îñòàâøèåñÿ äâå
òðåòè, íóæíî äâà îòðåçêà
äëèíîé 1/3.

Íà âòîðîì øàãå äëÿ ïî-
êðûòèÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îò-
ðåçêà íàì ïîòðåáóåòñÿ 4 îò-
ðåçêà äëèíû 1/9.

Íà øàãå ñ íîìåðîì p äëè-

íà ïîêðûòèÿ ðàâíà p3
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, à ÷èñëî

ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ ðàâíî p2 .
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Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëó÷åí-
íîå ÷èñëî áóäåò äðîáíûì.
Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííàÿ õà-
ðàêòåðèñòèêà â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå èçìåðÿåò åìêîñòü ìíî-

,
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æåñòâ, ïîäîáíûõ êàíòîðîâó. Â
íàøåì ñëó÷àå îíà ìåíüøå 1, òàê
êàê êàíòîðîâî ìíîæåñòâî íå ñî-
äåðæèò èíòåðâàëîâ. Äëÿ ôðàê-
òàëüíûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè
õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü áóäåò
ìåíüøå 2.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðè-
ìåð. Ïîñ÷èòàåì õàóñäîðôîâó ðàç-
ìåðíîñòü äëÿ êðèâîé Êîõà.

Ýòà êðèâàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûé
òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 1. Äå-
ëèì êàæäóþ èç ñòîðîí íà 3
ðàâíûå ÷àñòè, íà ñðåäíåé òðå-
òè ñòðîèì, êàê íà îñíîâàíèè,
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, à çà-
òåì óäàëÿåì ñðåäíþþ òðåòü. Íà
ïîëó÷åííîé ôèãóðå ñíîâà ïîâòî-
ðÿåì ýòîò ïðîöåññ è ò.ä. Ìíîæå-
ñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå áåñ-
êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîâòîðåíèé ýòîé
îïåðàöèè, íàçûâàåòñÿ êðèâîé
Êîõà (ðèñóíîê 4).

1 øàã. Óáèðàåì 3 îòðåç-
êà ïî 1/3 è äîáàâëÿåì 6 îò-
ðåçêîâ äëèíû 1/3. Òàêèì îá-
ðàçîì, äëèíà êðèâîé, ïåðâîíà-
÷àëüíî ðàâíàÿ 3, ïîñëå ïåðâî-
ãî øàãà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé

3-3x1/3+2x3x1/3=4.
Äëèíà óâåëè÷èëàñü â 4/3 ðàçà.

2 øàã.Òåïåðü íàøà êðèâàÿ
ñîñòîèò èç 12 îòðåçêîâ äëèíû
1/3. Íà êàæäîì èç íèõ ïîâòîðÿ-
åì îïèñàííóþ ïðîöåäóðó. Óäàëÿ-
åì ÷àñòü ñ äëèíîé 12x1/9, äîáàâ-
ëÿåì äëèíó 12x2x1/9.

Íîâàÿ äëèíà ðàâíà
4-12/9+24/9=16/3=4x4/3.

Ìû âèäèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå
äëèíà óìíîæàåòñÿ íà 4/3.

Òåïåðü ñîñ÷èòàåì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ, íåîáõîäè-
ìûõ íà êàæäîì øàãå, ÷òîáû ïî-
êðûòü ïîëó÷àþùååñÿ ìíîæåñòâî.

Íà ïåðâîì øàãå íàì ïî-
òðåáîâàëîñü 12=4x3 îòðåçêîâ
äëèíû 1/3.

Íà âòîðîì øàãå íóæíî
48=4x4x3 îòðåçêîâ äëèíû 1/9.

Íà øàãå ñ íîìåðîì p íóæíî

322p  îòðåçêîâ äëèíû p3

1
.

Â ýòîì ñëó÷àå p3

1=ε , à

32)( 2pN =ε . Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè
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Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ýòî
÷èñëî áîëüøå 1, íî ìåíüøå 2. Çà-
ìåòèì òàêæå, ÷òî íàì ïðèøëîñü
ñ÷èòàòü ïðåäåë òîëüêî â ïîñëåäíåì
ïðèìåðå, òàê êàê â ïðåäûäóùèõ
ïðèìåðàõ ïîä çíàêîì ïðåäåëà ïî-
ëó÷àëàñü ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Â ðàññìîòðåííûõ íàìè
ïðèìåðàõ ìû ñìîãëè ïîñ÷èòàòü
õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü ñ ïî-
ìîùüþ ÿâíûõ ôîðìóë. Ê ñîæà-
ëåíèþ, äëÿ áîëüøèíñòâà ôðàêòàëü-
íûõ ìíîæåñòâ òàêèå õàðàêòåðèñ-
òèêè ìîæíî ïîëó÷èòü òîëüêî ñ
ïîìîùüþ ïðèáëèæåííûõ ìåòî-
äîâ. Íà ðèñóíêå 5 ïîêàçàíû ïðè-
ìåðû ôðàêòàëüíûõ ìíîæåñòâ íà
ïëîñêîñòè. Ïåðâûå òðè êàðòèí-
êè îòíîñÿòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó
îòîáðàæåíèþ Ãàðäèíè. Íà íèõ
èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî, êîòîðîå
îñòàåòñÿ â êâàäðàòå ïîñëå íå-
ñêîëüêèõ èòåðàöèé. Îñòàëüíûå
òî÷êè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü.
Âèäíî, ÷òî îñòàâøååñÿ â êâàäðà-
òå ìíîæåñòâî èìååò ôðàêòàëüíûé
õàðàêòåð. Âòîðàÿ ãðóïïà êàðòè-
íîê îòíîñèòñÿ ê èçó÷åíèþ èòåðà-

öèé îòîáðàæåíèÿ czz +→ 2 , ãäå
z, c - êîìïëåêñíûå ÷èñëà.Ðèñóíîê 4.
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Àìïèëîâà Íàòàëüÿ Áîðèñîâíà,
äîöåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ìàò.-ìåõ. ôàêóëüòåòà
ÑÏáÃÓ.

Í ÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Ðèñóíîê 5.


