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Ìû ïðåäïîëàãàåì îïóáëèêîâàòü ðÿä
ñòàòåé, çíàêîìÿùèõ ÷èòàòåëÿ ñ ïîíÿòè-
ÿìè î äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ è âîçíèêàþ-
ùèõ â íèõ õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèÿõ.

Íà ïðèìåðå èçó÷åíèÿ îäíîìåðíûõ è
äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåð-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîæíî ïðîñëåäèòü çà
ïîÿâëåíèåì òàêèõ äâèæåíèé, à òàêæå ñâÿ-
çàííûõ ñ ýòèì ÿâëåíèåì ñàìîïîäîáíûõ
(ôðàêòàëüíûõ) ñòðóêòóð.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçó÷åíèå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ïðèâîäèò íàñ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ äàííûé ïðî-
öåññ. Ðàçóìååòñÿ, ìîäåëè âñåãäà ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, òî åñòü
ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âõîäÿùèå â
íèõ âåëè÷èíû è ïàðàìåòðû.

Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó
óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ èçó÷àåìûé ïðî-
öåññ â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê-

òîâ. Óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó, ìî-
ãóò èìåòü ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó. Çàâèñèìîñòü
ìåæäó âåëè÷èíàìè, âõîäÿùèìè â óðàâíå-
íèÿ, ìîæåò áûòü ëèíåéíîé (òî åñòü ïðåä-
ñòàâëÿòü ñîáîé ëèíåéíóþ ôóíêöèþ) èëè
íåëèíåéíîé, óðàâíåíèÿ ìîãóò ñîäåðæàòü
ïàðàìåòðû (óðàâíåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè) èëè
ôóíêöèè, è èõ ïðîèçâîäíûå (äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ).

Ïðèìåðû òàêèõ ìîäåëåé èçâåñòíû:
íàïðèìåð ìîäåëè äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà, äâè-
æåíèÿ æèäêîñòè, äâèæåíèÿ òåëà ñ óñêîðå-
íèåì.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ
äàííûé ïðîöåññ, îïðåäåëåíà íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ýòî
ìíîæåñòâî ÷àñòî íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì
ñîñòîÿíèé èëè ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ñèñòåìû (îò àíãëèéñêîãî ñëîâà «phase» -
ñîñòîÿíèå). Íàïðèìåð, çàêîí ðàäèîàêòèâ-
íîãî ðàñïàäà âåùåñòâà ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü òàê: ñêîðîñòü ðàñïàäà ðàäèîàêòèâ-
íîãî âåùåñòâà ïðîïîðöèîíàëüíà îñòàâøå-
ìóñÿ â äàííûé ìîìåíò êîëè÷åñòâó âåùå-
ñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ïðîöåññà
îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì âåùåñòâà. Ïðî-
öåññ ðàçìíîæåíèÿ áàêòåðèé ïðè äîñòàòî÷-
íîì êîëè÷åñòâå ïèòàòåëüíîãî âåùåñòâà
ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñêîðîñòü ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðîïîðöèîíàëü-
íà åå îáúåìó. Çäåñü ñîñòîÿíèå ïðîöåññà
îïðåäåëÿåòñÿ êîëè÷åñòâîì áàêòåðèé. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî îä-
íîìåðíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
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ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.
Ìîæíî, âïðî÷åì, ñ÷èòàòü ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì âñþ âåùåñòâåííóþ ïðÿìóþ
(îáîçíà÷àåìóþ R).

Ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó,
îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè.

Ñîñòîÿíèå ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè
õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè: êîîð-
äèíàòàìè è ñêîðîñòüþ. Â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, ãäå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, ïî-
òðåáóåòñÿ ðàçëè÷íîå êîëè÷åñòâî õà-
ðàêòåðèñòèê äëÿ îäíîçíà÷íîãî îï-
ðåäåëåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òî÷êè. Åñëè
òî÷êà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîé, òî ïî-
òðåáóåòñÿ äâå âåëè÷èíû (êîîðäè-
íàòà íà ïðÿìîé è ñêîðîñòü), è ôà-
çîâûì ïðîñòðàíñòâîì, òàêèì îáðà-
çîì, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïëîñêîñòü èëè åå ÷àñòü.
(Îáû÷íî ïëîñêîñòü îáîçíà÷àþò R2 - åâê-
ëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2). Ïðè
äâèæåíèè òî÷êè â ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû
çàäàþòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè, è âåêòîð ñêî-
ðîñòè òàêæå èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèõ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî R4 (÷åòûðåõìåðíîå
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî). Àíàëîãè÷íî äëÿ
îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïîòðåáóåòñÿ 6 âåëè÷èí, õà-
ðàêòåðèçóþùèõ ñîñòîÿíèå äàííîé òî÷êè
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, è ôàçîâûì
ïðîñòðàíñòâîì òàêîé ñèñòåìû áóäåò ïðî-
ñòðàíñòâî R6.

Ñèñòåìà îïèñûâàåò èçìåíåíèå ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, ïðî-
èñõîäÿùåå ïî íåêîòîðîìó çàêîíó. Åñëè
ýòîò çàêîí âûðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî ãîâîðÿò, ÷òî
çàäàíà ñèñòåìà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
Åñëè æå óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñèñòå-
ìó, çàäàþò çàêîí èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ
ñèñòåìû ÷åðåç îïðåäåëåííûé èíòåðâàë
âðåìåíè, òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé
ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Âåëè÷èíà ýòîãî
âðåìåííîãî èíòåðâàëà îïðåäåëÿåòñÿ óñëî-
âèÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ïîâåäåíèå
èíòåðåñóþùåãî íàñ îáúåêòà, ðàññìàòðè-
âàÿ äâèæåíèå òî÷åê â ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå â îïðåäåëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè, à

çàêîí ýòîãî äâèæåíèÿ çàäàåòñÿ íàøåé ñè-
ñòåìîé óðàâíåíèé.

Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ÿâëÿ-
åòñÿ êëàññ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõ òàê íà-
çûâàåìûå äåòåðìèíèðîâàííûå ïðîöåññû.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëî â
âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðîå îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåò âåñü áóäóùèé õîä ïðî-
öåññà è åãî ïðîøëîå, èñõîäÿ èç ñîñòîÿ-
íèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Íàïðèìåð, ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå
ïðîöåññû ðàçìíîæåíèÿ áàêòåðèé è ðàäèî-
àêòèâíîãî ðàñïàäà âåùåñòâà, à òàêæå ìå-
õàíè÷åñêèå ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå äâè-
æåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ÿâëÿþòñÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûìè, òî åñòü õîä ðàçâèòèÿ
ïðîöåññà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî çà-
äàííîìó íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ è óðàâ-
íåíèÿì ñèñòåìû. Ðàçóìååòñÿ, ñóùåñòâóþò
è íåäåòåðìèíèðîâàííûå ñèñòåìû: ïðîöåññ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà â íåêîòîðîé ñðå-
äå ÿâëÿåòñÿ ïîëóäåòåðìèíèðîâàííûì, òàê
êàê áóäóùåå îïðåäåëÿåòñÿ íàñòîÿùèì, à
ïðîøëîå - íåò. À âîò äâèæåíèå ÷àñòèö â
êâàíòîâîé ìåõàíèêå íå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìè-
íèðîâàííûì ïðîöåññîì.

(Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ôàêò äåòåðìè-
íèðîâàííîñòè òîãî èëè èíîãî ïðîöåññà
ìîæíî óñòàíîâèòü ëèøü ýêñïåðèìåíòàëü-
íî, ñëåäîâàòåëüíî, - òîëüêî ñ íåêîòîðîé
ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. Â äàëüíåéøåì ìû åùå
âåðíåìñÿ ê ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó, à ñåé-
÷àñ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøè ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìîäåëè ñîâïàäàþò ñ ðåàëüíûìè ôèçè-
÷åñêèìè ïðîöåññàìè, òî åñòü ÿâëÿþòñÿ
äîñòàòî÷íî òî÷íûìè.)

Ïîñêîëüêó õîä ðàçâèòèÿ ïðîöåññà,
îïèñûâàåìîãî äåòåðìèíèðîâàííîé ñèñòå-
ìîé, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûì
íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì, òî ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû ÿâ-
ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíûì, òî åñòü
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ñëåäóåò íåêîòîðîìó îïðåäåëåííîìó çàêî-
íó.

Îäíàêî ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðè-
íåñëè â òåðìèíîëîãèþ, ñâÿçàííóþ ñ ìåõà-
íè÷åñêèìè è äðóãèìè ñèñòåìàìè, íîâîå
ñëîâî «õàîñ». Çà ïîñëåäíèå ãîäû îíî ñòà-
ëî ïðèâû÷íûì âî ìíîãèõ íàó÷íûõ äèñ-
öèïëèíàõ. Â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè îíî
îçíà÷àåò ñîñòîÿíèå áåñïîðÿäêà è íåðåãó-
ëÿðíîñòè. Ïðèìåíåíèå ýòîãî òåðìèíà ïðè
èçó÷åíèè ñâîéñòâ ñèñòåìû îçíà÷àåò, ÷òî
åå äâèæåíèå ìîæåò ñòàòü íåðåãóëÿðíûì,
íåïðåäñêàçóåìûì, òî åñòü ñèñòåìà ìîæåò
íà÷àòü âåñòè ñåáÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

(Ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ íàèáîëåå ïðî-
ñòîé ìîäåëüþ, äåìîíñòðèðóþùåé òàêîå
ïîâåäåíèå, íåìíîãî äàëüøå.)

Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ î
òîì, ÷òî äâèæåíèå â äåòåðìèíèðîâàííûõ
ñèñòåìàõ ìîæåò íå âñåãäà íîñèòü ðåãóëÿð-
íûé õàðàêòåð, âîçíèêëè äîñòàòî÷íî äàâ-
íî. Åùå â êîíöå XIX âåêà À. Ïóàíêàðå
óñòàíîâèë, ÷òî â íåêîòîðûõ ìåõàíè÷åñ-
êèõ ñèñòåìàõ ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ õàîòè÷åñ-
êîå äâèæåíèå. Òîãäà ýòî áûëî âîñïðèíÿ-
òî êàê êóðüåç. Â 1963 ãîäó Ý. Ëîðåíö èñ-
ñëåäîâàë ìåòåîðîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü è
îáíàðóæèë, ÷òî îíà ïðèâîäèò ê ñîâåðøåí-
íî õàîòè÷åñêèì äâèæåíèÿì. Ëîðåíö îò-
êðûë îäèí èç ïðèìåðîâ òàê íàçûâàåìîãî
«äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà».

Â ïîñëåäíèå ãîäû, áëàãîäàðÿ íîâûì
òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, íàëè÷èþ áû-
ñòðîäåéñòâóþùåé òåõíèêè è ðàçâèòèþ òåõ-
íèêè ýêñïåðèìåíòà, ñòàëî ÿñíî, ÷òî õàîñ
âñòðå÷àåòñÿ ÷àñòî. Âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ õà-
îòè÷åñêîå è ðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå ÷åðå-
äóþòñÿ.

Ìîæíî ïðèâåñòè ñïèñîê íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì, â êîòîðûõ áûëî îáíàðóæåíî
ïðîÿâëåíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà:
· ìàÿòíèê ñ âîçáóæäåíèåì;
· ëàçåðû;
· æèäêîñòè âáëèçè ïîðîãà òóðáóëåíòíîñòè;
· ïðèáîðû íåëèíåéíîé îïòèêè;
· õèìè÷åñêèå ðåàêöèè;
· óñêîðèòåëè ÷àñòèö;
· êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû, âêëþ÷àþùèå
ìíîãî òåë;
· áèîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè ïîïó-
ëÿöèé.

Èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå íåëèíåé-
íûõ ïðîöåññîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî õàîòè÷åñ-
êèå äâèæåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèÿìè,
îíè ïðèñóùè ýòèì ïðîöåññàì. Ïðè ðåøå-
íèè òàêèõ çàäà÷ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè
âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû ñ÷åòà âåñüìà
÷óâñòâèòåëüíî çàâèñÿò îò âûáîðà íà÷àëü-
íûõ äàííûõ, òî åñòü ïðîöåññû ñ äîñòà-
òî÷íî áëèçêèìè íà÷àëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè
ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñèëüíî ðàñõîäÿòñÿ.
Ýòà îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðè-
çíàêîâ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå õàîòè-
÷åñêèõ ðåæèìîâ. Äàëåå ìû ïîãîâîðèì îá
ýòîì ïîäðîáíåå è ðàññìîòðèì ýòó õàðàê-
òåðèñòèêó íà ïðèìåðå àíàëèçà ïîâåäåíèÿ
ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ
È ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÉ ÏÐÎÖÅÑÑ

Ìû ðàññìîòðèì äèñêðåòíûå ñèñòå-
ìû, òî åñòü ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå ñî-
ñòîÿíèå íåêîòîðîãî ïðîöåññà â äèñêðåò-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ñîñòîÿíèå èçó÷àå-
ìîãî ïðîöåññà â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè
íàçîâåì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû â ýòîò ìî-
ìåíò âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû - ýòî òî÷êà åå ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïè-
ñûâàþùèå ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû, ôàê-
òè÷åñêè çàäàþò íåêîòîðûé èòåðàöèîííûé
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ïðîöåññ. Èìåííî: åñëè èçâåñòíî ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè ti(Si), òî
óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ñèñòåìó, ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü åå ñîñòîÿíèå â ìîìåíò âðåìå-
íè ti+1(Si+1). Ïåðåõîä cèñòåìû èç ñîñòîÿ-
íèÿ Si â ñîñòîÿíèå Si+1 íàçûâàåòñÿ èòåðà-
öèåé. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíûå
èòåðàöèè òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà îï-
ðåäåëÿþò íàì äèíàìèêó ñèñòåìû. Òî÷êà
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû ïåðåõî-
äèò èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå, ïîä÷è-
íÿÿñü óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äàííóþ
ìîäåëü, è îòñëåæèâàíèå åå ïîâåäåíèÿ ïî-
çâîëÿåò îïðåäåëèòü õàðàêòåðíûå îñîáåí-
íîñòè íàøåé ñèñòåìû. Èíîãäà ãîâîðÿò, ÷òî
ñèñòåìà ïîðîæäàåò íåêîòîðóþ ñòðóêòóðó
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Áóäåì îáîçíà-
÷àòü ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû ÷åðåç
X, à òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÷åðåç xi,
ãäå i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. (Çàìåòèì, ÷òî ïåðå-
ìåííàÿ i ìîæåò ïðîáåãàòü è ìíîæåñòâî öå-
ëûõ ÷èñåë, íî ïîêà ìû ýòó ñèòóàöèþ íå
ðàññìàòðèâàåì).

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x0
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íàøåé ñèñòåìû
è íà÷íåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ. Â ðå-
çóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé x1, x2,..., xn.

Ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàþò
òðàåêòîðèåé òî÷êè x0. Ïîíÿòíî, ÷òî âû-
áèðàÿ ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ìû
áóäåì, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëó÷àòü ðàçëè÷-
íûå òðàåêòîðèè.

Íàñ èíòåðåñóåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû
ïî èñòå÷åíèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïåðè-
îäà âðåìåíè, òî åñòü ïîâåäåíèå ïîñòðîåí-
íûõ òðàåêòîðèé. Áóäóò ëè
îíè ñõîäèòüñÿ ê íåêîòîðîìó
ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, îáðà-
çóþò ëè ïåðèîäè÷åñêóþ ïîñ-
ëåäîâàòåëüíîñòü èëè áóäóò
âåñòè ñåáÿ íåïðåäñêàçóåìî?
Èíà÷å ãîâîðÿ, êàêóþ ñòðóê-
òóðó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìû ïîëó÷èì? ×òîáû îòâåòèòü
íà ýòè âîïðîñû, íóæíî èñ-
ñëåäîâàòü ñâîéñòâà äàííîé
ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé

ïðèìåð. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è
çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ðåêóððåíòíîé ôîðìó-
ëîé xn+2=xn+xn+1, ïðè ýòîì x1=0, x2=1. Ïðè-
ìåíåíèå ýòîé ôîðìóëû äàñò íàì ðÿä ÷è-
ñåë: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,..., ãäå êàæäûé
÷ëåí ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâåí ñóì-
ìå äâóõ ïðåäûäóùèõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæ-
íî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë (âêëþ÷àÿ 0) çàäàí íåêîòîðûé
ïðîöåññ, ïîðîæäàþùèé ÷èñëîâóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü.

×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû, çàäàííîé ïðèâåäåí-
íûì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Òàêèì
îáðàçîì, ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî - ìíîæå-
ñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, à ÷èñëà ðÿäà Ôè-
áîíà÷÷è - òî÷êè â ýòîì ôàçîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è îá-
ëàäàåò ñëåäóþùèì èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì.

Âû÷èñëèì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè un, ãäå un

xn
xn

= + 1 . Äëÿ ýòîãî çàìå-

òèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
x

x

x x

x

x

x
n

n

n n

n

n

n

+

+

+

+ +
= + = +2

1

1

1 1

1 . Èíà÷å ãîâî-

ðÿ, ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè un: u
un

n
+ = +1 1

1
. Íåòðóäíî ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî ó íåå ñóùåñòâóåò ïðåäåë  a. Òîãäà
èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò

a
a

= +1
1

, îòêóäà a = +5 1

2
. Ýòà âåëè÷è-

íà õîðîøî èçâåñòíà êàê çîëîòîå ñå÷åíèå.
Òàêèì îáðàçîì ó íàøåé äèñêðåòíîé ñèñ-

xn+1

c

xn xn+1=f(xn,c)

ñ

xn xn+1x
n
+1=f(x

n
,c)

Ðèñóíîê 1.
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òåìû åñòü íåêàÿ ïðåäåëüíàÿ âåëè÷èíà, õà-
ðàêòåðèçóþùàÿ åå ïîâåäåíèå íà áåñêîíå÷-
íîñòè (òî åñòü ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
÷èñëå èòåðàöèé): ïðåäåë îòíîøåíèÿ äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ðàâåí çîëî-
òîìó ñå÷åíèþ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîÿâëåíèÿ â äèñêðåò-
íûõ ñèñòåìàõ ñëîæíûõ õàîòè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåëèíåé-
íûå ñèñòåìû, òî åñòü òàêèå, ãäå óðàâíå-
íèÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ èìåþò áîëåå ñëîæ-
íûé âèä, ÷åì ëèíåéíûå ôóíêöèè. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ëèíåé-
íûå ñèñòåìû íå äåìîíñòðèðóþò ñëîæíîé
äèíàìèêè.

Ðàññìîòðèì ñõåìó ñëåäóþùåãî èòå-
ðàöèîííîãî ïðîöåññà x f x cn n+ =1 ( , ) , ãäå
xn îáîçíà÷àåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìî-
ìåíò âðåìåíè n, xn+1 - â ñëåäóþùèé ìî-
ìåíò, c - ïàðàìåòð ñèñòåìû. Ôóíêöèÿ f
çàäàåò ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ïîñëåäóþùèé ìî-
ìåíò âðåìåíè, åñëè èçâåñòíî åå ñîñòîÿ-
íèå â ïðåäûäóùèé ìîìåíò (ðèñóíîê 1).

Îïèñàííàÿ ñõåìà ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïðîöåññ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, êîãäà
ðåçóëüòàò îäíîé èòåðàöèè ÿâëÿåòñÿ íà÷àëü-
íûì çíà÷åíèåì äëÿ ñëåäóþùåé. Òàêèå ïðî-
öåññû åñòü â ëþáîé òî÷íîé íàóêå. Ñóùå-
ñòâåííûì óñëîâèåì, íàëàãàåìûì íà ñèñ-
òåìó, êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ÿâëÿåò-
ñÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó ðåçóëü-
òàòîì è íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì. Ïðè ýòîì
óñëîâèè òàêèå ñèñòåìû âåñüìà ÷àñòî ïî-
ðîæäàþò ñàìîïîäîáíûå (èëè ôðàêòàëüíûå)
ñòðóêòóðû. Ñàìîïîäîáèå îçíà÷àåò, ÷òî
ëþáàÿ ÷àñòü òàêîé ñòðóêòóðû ïîâòîðÿåò
ñòðîåíèå âñåé ñòðóêòóðû â öåëîì. Â ïðè-
ðîäå ñàìîïîäîáíûå ñòðóêòóðû âñòðå÷àþò-
ñÿ äîâîëüíî ÷àñòî: ñàìîïîäîáèå ìîæíî íà-
áëþäàòü â ñòðîåíèè ìîðñêèõ êîíüêîâ è
ìîðñêèõ çâåçä, ïðèáðåæíûõ ëèíèé ìîðåé
è ðåê, â èåðàðõè÷åñêîé îðãàíèçàöèè æè-
âûõ ñóùåñòâ.

Â äàëüíåé-
øåì ìû íà ïðî-
ñòûõ ïðèìåðàõ
ïðîñëåäèì ïîÿâëå-
íèå òàêèõ ñòðóê-
òóð.

ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÎÏÓËßÖÈÉ
È ËÎÃÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ

Ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â íàèáîëåå ïðîñòîì
ñëó÷àå, êîãäà íàøà ñèñòåìà ñîäåðæèò òîëü-
êî îäíî óðàâíåíèå, è åå ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî (òî åñòü ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé) ÿâ-
ëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïîëîæèòåëüíûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç áèîëîãèè,
ñâÿçàííûé ñ äèíàìèêîé ïîïóëÿöèè. Ðîñò
íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè çà íåñêîëüêî ëåò
îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè êîýôôèöèåíòà
ïðèðîñòà k, êîòîðûé ðàâåí îòíîøåíèþ
åæåãîäíîãî ïðèðîñòà ê îáùåé ÷èñëåííî-
ñòè ïîïóëÿöèè. Åñëè ýòîò êîýôôèöèåíò îñ-
òàåòñÿ ïîñòîÿííûì â òå÷åíèå âñåãî ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè, òî
çàêîí ðîñòà íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì. Íàïðè-
ìåð, åñëè k=5%, òî ïîïóëÿöèÿ óäâîèòñÿ
÷åðåç 14 ëåò. Ýòîò ðåçóëüòàò íåòðóäíî ïî-

ëó÷èòü, ðåøèâ óðàâíåíèå 1 05 2. n x x= , ãäå

x - ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè, n - ÷èñëî ëåò,
çà êîòîðîå îíà óäâîèòñÿ. Ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ äàåò n = ≈ln

ln .

2

1 05
14 .

Ðàçóìååòñÿ, òàêîé ðîñò âîçìîæåí
ëèøü íà îãðàíè÷åííûõ ïðîìåæóòêàõ âðå-
ìåíè. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå óðàâíå-
íèÿ íå ïîçâîëÿþò íàì äàæå â ïåðâîì ïðè-
áëèæåíèè îïèñàòü ðîñò ïîïóëÿöèè. Â 1845
ã. Ï.Ô. Ôåðõþëüñò ñôîðìóëèðîâàë çàêîí,
ñîäåðæàùèé îãðàíè÷åíèå íà ðîñò. Îí ñ÷è-
òàë, ÷òî ëþáàÿ ýêîëîãè÷åñêàÿ íèøà ìî-
æåò îáåñïå÷èòü ñóùåñòâîâàíèå ïîïóëÿöèè
òîëüêî îïðåäåëåííîãî ðàçìåðà, à êîýôôè-
öèåíò ïðèðîñòà äîëæåí ñíèæàòüñÿ ñ ðîñ-
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òîì ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Ïðè òàêîì
ïîäõîäå êîýôôèöèåíò k ñòàíîâèòñÿ ïàðà-
ìåòðîì ïðîöåññà, îïèñûâàþùåãî èçìåíå-
íèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, òî åñòü - ïå-
ðåìåííàÿ âåëè÷èíà è ïðîöåññ ñòàíîâèòñÿ
íåëèíåéíûì.

À èìåííî, ñõåìà ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿ-
öèè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì.

Ïðè ìàëûõ êîýôôèöèåíòàõ ïðèðîñ-
òà ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè áóäåò ðåãóëè-
ðîâàòüñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äîñòè÷ü
îïòèìàëüíîãî (Xîïò) ðàçìåðà. Ïðè k>200%
ýíåðãè÷íûé ðîñò áûñòðî ïðèâîäèò ê äîñ-
òèæåíèþ ìàêñèìàëüíîãî (Xìàêñ) ðàçìåðà,
ïðåâûøàþùåãî îïòèìàëüíûé. Â ðåçóëüòà-
òå âîçíèêàåò îòâåòíàÿ ðåàêöèÿ: êîýôôè-
öèåíò ïðèðîñòà ñíèæàåòñÿ, è ïîïóëÿöèÿ
óìåíüøàåòñÿ äî ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà
(Xìèí). Ïîÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ
ìåæäó ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ðàç-
ìåðàìè ïîïóëÿöèè, òî åñòü ìåæäó ñîñòîÿ-
íèÿìè Xìàêñ è Xìèí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîç-
íèêàåò íåêîòîðûé óñòîé÷èâûé ðåæèì: â
íàáëþäàåìûå ìîìåíòû âðåìåíè ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè äâóìÿ ïàðà-
ìåòðàìè. Èíà÷å ãîâîðÿ, â ñèñòåìå âîç-
íèêàåò óñòîé÷èâûé öèêë ïåðèîäà 2.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïà-
ðàìåòðà k ïðîèñõîäèò óñëîæíåíèå â
ïîâåäåíèè ñèñòåìû.

Êàæäîå èç ñîñòîÿíèé Xìàêñ, Xìèí
ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
îïèñàííîìó, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîÿâ-
ëÿþòñÿ 4, çàòåì 8, çàòåì 16 è ò.ä ðàç-
ëè÷íûõ âåëè÷èí, ìåæäó êîòîðûìè êî-
ëåáëåòñÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðà äèíàìèêà ïîâåäåíèÿ íàøåé ñè-
ñòåìû áóäåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ïîÿâ-
ëåíèåì öèêëîâ ïåðèîäà 4, 8, 16 è ò.ä.

Íàðèñóåì äèàãðàììó, èëëþñòðèðóþ-
ùóþ îïèñàííûé ïðîöåññ. Ïî îñè OX áó-
äåì îòêëàäûâàòü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
ïðèðîñòà k, à ïî îñè OY - çíà÷åíèÿ xn,
ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè k.

Ïóñòü xn îáîçíà÷àåò ÷èñëåííîñòü ïî-
ïóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ ïà-
ðàìåòðà k0. Ïóñòü k1 îáîçíà÷àåò òî çíà÷å-
íèå ïàðàìåòðà, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò
äâà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû - xn1 è xn2. Êîëå-
áàíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïðîèñõîäèò
ìåæäó ýòèìè äâóìÿ çíà÷åíèÿìè, òî åñòü
ïåðåìåííàÿ x â ìîìåíòû âðåìåíè, ñîîò-
âåòñòâóþùèå èíòåðâàëó â îäèí ãîä, áóäåò
ïðèíèìàòü òîëüêî ýòè äâà çíà÷åíèÿ. Ãîâî-
ðÿò, ÷òî äàííîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà ñî-
îòâåòñòâóåò öèêë ïåðèîäà 2. Çíà÷åíèþ ïà-
ðàìåòðà k2 ñîîòâåòñòâóåò öèêë ïåðèîäà 4
è ò.ä. Íî òàêîå ðåãóëÿðíîå èçìåíåíèå ïî-
âåäåíèÿ ïðîèñõîäèò ëèøü äî îïðåäåëåí-
íîãî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà k. Ïðè
k>257% â ñèñòåìå ïîÿâëÿþòñÿ öèêëû ëþ-
áîãî ïåðèîäà è íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäñêàçàòü åå ïîâåäåíèå äî-
âîëüíî ñëîæíî. Òàêîé ðåæèì ÷àñòî íàçû-
âàþò õàîòè÷åñêèì.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ìîæíî èçîáðà-
çèòü ñõåìîé (äèàãðàììîé) êàê íà ðèñóíêå 2.

Ïî îñè OX áóäåì îòêëàäûâàòü çíà-
÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðèðîñòà k, à ïî îñè
OY - çíà÷åíèÿ x, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñ-
ëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïðè çàäàííîì çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðà k. Ïóñòü xn îáîçíà÷àåò îï-
òèìàëüíóþ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè , ñîîò-

k

xn3

xn4

xn6

xn5

xn1

xn2

k2k1k0

xn

x

Ðèñóíîê 2.
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âåòñòâóþùóþ çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà k0. Ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k1 ÷èñëåííîñòü ïîïó-
ëÿöèè êîëåáëåòñÿ ìåæäó äâóìÿ óñòîé÷è-
âûìè ïîëîæåíèÿìè: ìèíèìàëüíûì (xn1) è
ìàêñèìàëüíûì (xn2). Ïðè çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà k2 ïîâåäåíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåò-
ñÿ ÷åòûðüìÿ çíà÷åíèÿìè, òî åñòü êîëåáà-
íèÿ ïîïóëÿöèè ïðîèñõîäÿò ìåæäó çíà÷å-
íèÿìè xn3 - xn6.

Ïðèâåäåííóþ äèàãðàììó ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì
ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x0 è áóäåì ñòðî-
èòü åãî èòåðàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàí-
íîé ñèñòåìîé. Çàäàäèìñÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì ÷èñëîì èòåðàöèé (íàïðèìåð 10000)
è áóäåì èçîáðàæàòü íà ãðàôèêå çíà÷åíèå
íà÷àëüíîé òî÷êè ïîñëå ýòèõ èòåðàöèé. Âû-
÷èñëåíèÿ ïðîâîäèì, ìåíÿÿ çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà k. Òîãäà âåòâü äèàãðàììû îò íà-
÷àëüíîé òî÷êè äî òî÷êè xn îáîçíà÷àåò èç-
ìåíåíèå ïîïóëÿöèè ïðè èçìåíåíèè ïàðà-
ìåòðà. Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ðàâíîì
k0  ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ñè-
ñòåìû, òî åñòü èòåðàöèè ðàçëè÷íûõ íà÷àëü-
íûõ òî÷åê äàþò îäèí è òîò æå ðåçóëüòàò -
âåëè÷èíó xn.

Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îò k0 äî
k1  ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ìîæåò êàê óâå-
ëè÷èâàòüñÿ, òàê è óìåíüøàòüñÿ, ÷òî ïîêà-
çûâàþò äâå âåòâè äèàãðàììû ìåæäó òî÷-
êàìè xn, xn1 è xn, xn2. Îäíàêî ïðè äîñòè-
æåíèè ïàðàìåòðîì çíà÷åíèÿ k2 â ñèñòåìå
ñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ ðåæèìà, ìåæäó
êîòîðûìè è áóäóò ïðîèñõîäèòü êîëåáàíèÿ,
òî åñòü èòåðàöèè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷å-
íèé áóäóò äàâàòü òîëüêî âåëè÷èíû xn1 è xn2.

Ñèñòåìà ñ îïèñàííûì ïîâåäåíèåì
ìîæåò áûòü ïðîìîäåëèðîâàíà ñ ïîìîùüþ
òàê íàçûâàåìîãî ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïîñëåäíåå ïîëó÷èëî ñâîå íàçâàíèå
èç çàäà÷è î ïðîïèòàíèè æèâîòíûõ (logistics
- ñíàáæåíèå, ïðîïèòàíèå).

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëîé x f xn n+ =1 ( , )λ , ãäå f x x x( ) ( )= −λ 1 .
Çäåñü ïåðåìåííàÿ x ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî
îñîáåé íà èçîëèðîâàííîé òåððèòîðèè,
äåëåííîå íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îñîáåé,
êîòîðûõ ýòà òåððèòîðèÿ ñïîñîáíà ïðîêîð-
ìèòü. (Â òàêèõ åäèíèöàõ ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî æèâîòíûõ ðàâíî 1). Òàêèì îáðà-
çîì, êîëè÷åñòâî èìåþùåéñÿ ïèùè ïðîïîð-
öèîíàëüíî âåëè÷èíå 1-x. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïî
ìåðå òîãî, êàê ÷èñëî æèâîòíûõ ïðèáëè-
æàåòñÿ ê ìàêñèìóìó (òî åñòü 1), êîëè÷å-
ñòâî ïèùè, ïîñòîÿííî ñîêðàùàÿñü, ïðè-
áëèæàåòñÿ ê íóëþ.

Çäåñü ïàðàìåòð λ  àíàëîãè÷åí îïè-
ñàííîìó êîýôôèöèåíòó ïðèðîñòà, à ïåðå-
ìåííàÿ x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïðîìå-
æóòêà [0,1], òî åñòü ìàñøòàáèðîâàíà ñ ïî-
ìîùüþ äåëåíèÿ íà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
îñîáåé.

Êàê ìû âèäåëè, ýòà ìîäåëü äåìîíñò-
ðèðóåò äîâîëüíî ñëîæíîå ïîâåäåíèå ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà. Òåì íå ìåíåå, ñó-
ùåñòâóåò óäèâèòåëüíàÿ çàêîíîìåðíîñòü,
õàðàêòåðèçóþùàÿ äèíàìèêó òàêèõ ïðîöåñ-
ñîâ. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà â îïðåäå-
ëåííûõ òî÷êàõ ïðîèñõîäèò êà÷åñòâåííîå
èçìåíåíèå â äèíàìèêå ñèñòåìû: âîçíèê-
íîâåíèå öèêëîâ îïðåäåëåííûõ ïåðèîäîâ,
à çàòåì öèêëîâ ëþáûõ ïåðèîäîâ. Îáû÷íî
èçìåíåíèå êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ïîâåäå-
íèÿ ñèñòåìû ïðè èçìåíåíèè âõîäÿùèõ â
íåå ïàðàìåòðîâ íàçûâàþò áèôóðêàöèåé.
Â íàøåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ãîâîðèòü î
áèôóðêàöèè ïåðåõîäà îò êîëåáàíèé ïå-
ðèîäà 2n  ê êîëåáàíèÿì ïåðèîäà 2n . Òà-
êîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé óä-
âîåíèÿ ïåðèîäà. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäÿò òàêèå ïåðåñòðîéêè,
íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè áèôóðêàöèè. Òî÷íîå
âû÷èñëåíèå ýòèõ òî÷åê ïîçâîëèëî óñòàíî-
âèòü ñëåäóþùóþ çàêîíîìåðíîñòü: èíòåð-
âàëû ìåæäó òî÷êàìè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

áèôóðêàöèé λi  ñîêðàùàþòñÿ, ïðè÷åì ñ

îäíèì è òåì æå ìíîæèòåëåì. À èìåííî,
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

λ λ
λ λ

δn n

n n

−
−

→−

+

1

1

, ãäå δ ≈ 4 669201. .
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÎÅ ÎÁÓ×ÅÍÈÅ

Âåëè÷èíà δ  íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé
Ôåéãåíáàóìà ïî èìåíè ó÷åíîãî, ÷èñëåí-
íî èññëåäîâàâøåãî îïèñàííîå óðàâíåíèå
è ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâèâøåãî ïðè-
âåäåííîå ñîîòíîøåíèå.

Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ îñîçíàíà äàâíî. Äèíàìèêà
ñëîæíûõ ñèñòåì î÷åíü ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê
åãî èçó÷åíèþ. Îãðîìíîå ÷èñëî ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ñöåíàðèé óäâî-
åíèÿ ïåðèîäà íàáëþäàåòñÿ âî ìíîãèõ åñ-
òåñòâåííûõ ñèñòåìàõ (òóðáóëåíòíîñòü â
ïîòîêå æèäêîñòè, íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ
â ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòÿõ, ïåðåõîä íîðìàëü-
íîãî ðèòìà ñåðäöà â ôèáðèëëÿöèþ).

Áèîëîã Ðîáåðò Ìýé ïèñàë: ([1])
«...ÿ íàñòîÿòåëüíî ñîâåòóþ, ÷òîáû

ëþäè çíàêîìèëèñü ñ ëîãèñòè÷åñêèì óðàâ-
íåíèåì íà ðàííåì ýòàïå ñâîåãî îáó÷åíèÿ
ìàòåìàòèêå. Òàêîå èçó÷åíèå î÷åíü îáîãà-
ùàëî áû èíòóèòèâíûå çíàíèÿ ó÷àùåãîñÿ
î íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ âñåõ íàñ áûëî
áû ëó÷øå, åñëè áû íå òîëüêî â íàó÷íîé
ðàáîòå, íî è â ïîâñåäíåâíîé ïîëèòè÷åñ-
êîé è ýêîíîìè÷åñêîé æèçíè êàê ìîæíî
áîëüøå ëþäåé ïîíÿëî, ÷òî ïðîñòûå íåëè-
íåéíûå ñèñòåìû íå âñåãäà îáëàäàþò ïðî-
ñòûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.»

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÎÄÍÎÌÅÐÍÛÕ

ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÉ

Íåñìîòðÿ íà ñëîæíîñòü ÿâëåíèé, âîç-
íèêàþùèõ äàæå â ïðîñòûõ íåëèíåéíûõ
ñèñòåìàõ, ìû ìîæåì èçó÷èòü èõ îñîáåí-
íîñòè «â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè», èñïîëü-
çóÿ äëÿ ýòîãî ìåòîä êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Îí ñîñòîèò â ÷èñëåííîì ïîñò-
ðîåíèè òðàåêòîðèé èñõîäíîé ñèñòåìû, òî
åñòü âûáîðå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ è ïîñò-
ðîåíèè åãî èòåðàöèé ïî ôîðìóëå, çàäàâà-
åìîé èñõîäíûì îòîáðàæåíèåì. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå èòå-
ðàöèé (ïîðÿäêà 10000) ìû ïîëó÷àåì ïðåä-
ñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ñèñòåìû: ëèáî îíà
ñòðåìèòñÿ ê êàêîìó-òî ñòàáèëüíîìó ñîñòî-
ÿíèþ, ëèáî ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ, ëèáî íè-
êàêèõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ ó íåå íåò.

Âåðíåìñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó
ëîãèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ è èñïîëüçóåì

åãî êàê îñíîâíóþ ìîäåëü. Ïóñòü f x( , )λ  -

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà

îòðåçêå [0,1] ôîðìóëîé f x x x( , ) ( )λ λ= −1 .

Ïóñòü îáëàñòü çíà÷åíèé ëåæèò â åäèíè÷-
íîì îòðåçêå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî

Ðèñóíîê 3. Èòåðàöèè ëîãèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ ïðè λ=2.01.

Ó êàæäîé ñòåïåíè òà æå íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà, ÷òî è ó èñõîäíîãî îòîáðàæåíèÿ.

×èñëî èòåðàöèé - 4.

1

1

x

y

1

1

x

y

Ðèñóíîê 4. Èòåðàöèÿ ëîãèñòè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ  ïðè λ=3.4.

Ñóùåñòâóþò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ f2 (öèêë ïåðèîäà 2).

×èñëî èòåðàöèé - 4.
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çàäàíî îòîáðàæåíèå åäèíè÷íîãî îòðåçêà
â ñåáÿ.

Òàê êàê λ λx x x( ) (( ) )1
1

2

1

4
2− = − − − ,

òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòî âûðàæåíèå
áóäåò ïðèíèìàòü íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïðè
x=0.5. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ìàêñèìàëüíîå
çíà÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ðàâíî åäèíèöå, òî

èç óñëîâèÿ 1
4

= λ
, ïîëó÷àåì λ = 4 . Òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îòîáðàæåíèå f x( , )λ  çà-

äàâàëî ïðåîáðàçîâàíèå åäèíè÷íîãî îòðåç-

êà â ñåáÿ, íóæíî, ÷òîáû ïàðàìåòð λ  ïðè-
íèìàë çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [0,4]. Ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ãðàôèê
ôóíêöèè f(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðà-
òè÷íóþ ïàðàáîëó.

Äëÿ äàëüíåéøåé ðàáîòû íàì ïîòðå-
áóþòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé

òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f, åñëè îíà óäîâëåò-
âîðÿåò óðàâíåíèþ f(x)=x.

Îïðåäåëåíèå 2.
Ñòåïåíüþ îòîáðàæåíèÿ f íàçûâàåò-

ñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ

 
f x f f f

k àç

xk ( ) ( (. . . (

ð

( )). . . ))=
1 24 34 ,

ãäå k - ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 3.
Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé

òî÷êîé ïåðèîäà m äëÿ îòîáðàæåíèÿ f, åñëè
f x xm( ) =  è xxf k ≠)(  äëÿ k=0,1,...m-1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íå-
ïîäâèæíîé äëÿ f, òî îíà ÿâëÿåòñÿ è ïåðèî-
äè÷åñêîé òî÷êîé ïðè ëþáîì öåëîì ïîëî-
æèòåëüíîì k. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåð-
íî, òî åñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà m
íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ f.

Îïðåäåëåíèå 4.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê âèäà x0,

f(x0), f2(x0),...,f
k(x0) íàçûâàåòñÿ îðáèòîé

(èëè òðàåêòîðèåé) òî÷êè x0 ïîä äåéñòâè-
åì îòîáðàæåíèÿ f.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïåðèîäè÷åñ-
êîé òî÷êå x ïåðèîäà m ñîîòâåòñòâóåò îð-

áèòà èç m òî÷åê âèäà { }x f x f xm, ( ), . . . ( )−1
.

Íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ f
- ýòî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà y=f(x) ñ
äèàãîíàëüþ y=x. Ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ f ïåðèîäà m - òî÷êè ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ äèàãîíàëüþ ãðàôèêà ôóíêöèè
y= f m( x ) .

×òîáû îïðåäåëèòü íåïîäâèæíûå òî÷-
êè îòîáðàæåíèÿ f, íóæíî ðåøèòü óðàâíå-

íèå f(x)=x. Ïîëó÷àåì λx x x( )1 − = , îòêó-

äà x1 0= , x2 1
1= −
λ

. Òàêèì îáðàçîì, 0 -

íåïîäâèæíàÿ òî÷êà f ïðè ëþáûõ çíà÷åíè-

ÿõ λ . Âòîðàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè
çíà÷åíèÿõ λ > 1 , èíà÷å îíà íå ëåæèò â
îòðåçêå [0,1]. Ïîÿâëåíèå íåïîäâèæíûõ
òî÷åê äëÿ îòîáðàæåíèé fk(x) (òî åñòü ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðèîäà k äëÿ f(x))
ìîæíî ïðîñëåäèòü, ñòðîÿ ñòåïåíè èñõîä-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà. Ïîñòðîåíèå ñòåïåíåé îòî-
áðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ïîñ-
ëåäîâàòåëüíûõ èòåðàöèé åäèíè÷íîãî îò-
ðåçêà â ñåáÿ. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé. Îòðåçîê äåëèòñÿ
íà N ÷àñòåé è êàæäàÿ òî÷êà ïîëó÷åííîãî
ðàçáèåíèÿ èòåðèðóåòñÿ íóæíîå ÷èñëî ðàç.
Íà ðèñóíêàõ 3-5 ïîñòðîåíû 4 èòåðàöèè
îòîáðàæåíèÿ f(x) ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðà λ =2.01, λ =3.4 è λ =3.67. Õîðîøî ïðî-
ñëåæèâàåòñÿ ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ íî-

Ðèñóíîê 5. Ïîÿâëåíèå íåïîäâèæíûõ
òî÷åê ïðè λ=3.67.

×èñëî èòåðàöèé - 4.

1

1

x

y
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âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïðè èç-

ìåíåíèè ïàðàìåòðà λ .

Òåïåðü ìû ìîæåì ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàòü îïèñàííóþ âûøå ñõå-
ìó óäâîåíèÿ ïåðèîäà, èñïîëüçóÿ ëî-
ãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå êàê ìî-
äåëü. Ñõåìà àëãîðèòìà ñëåäóþùàÿ.
Áóäåì ìåíÿòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

λ , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íà÷àëü-

íîãî çíà÷åíèÿ (íàïðèìåð ñ 2) c
äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì. Ïðè
êàæäîì âûáðàííîì çíà÷åíèè ïà-
ðàìåòðà áóäåì âûáèðàòü òî÷êè èç
îòðåçêà [0,1] êàêèì-ëèáî îáðàçîì
(íàïðèìåð, âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü òî÷åê, âûáèðàåìûõ òîæå ñ íåêîòî-
ðûì øàãîì). Êàæäóþ âûáðàííóþ òî÷êó
èòåðèðóåì äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç, è ðå-
çóëüòàò ýòîé èòåðàöèè âûâîäèì íà ýêðàí.
Òîãäà ìû ïîëó÷èì áèôóðêàöèîííóþ äèàã-
ðàììó óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ïðèâåäåííóþ íà
ðèñ. 5. Ãîðèçîíòàëüíàÿ îñü ñîîòâåòñòâóåò

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà λ , íà âåðòèêàëè,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó λ =c, ëåæàò òî÷-

êè, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåìû
ïðè ýòîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Ñíà÷àëà ìû
ìîæåì íàáëþäàòü 2, 4,... òàêèå òî÷êè (êî-
òîðûå, êàê ìû óæå çíàåì, ñîîòâåòñòâóþò
öèêëàì ïåðèîäà 2, 4,...), çàòåì, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî ìîìåíòà, òî÷êè çàðèñîâûâà-
þò «ïî÷òè âñþ» âåðòèêàëü, è îïðåäåëåíèå
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ ñòàíîâèòñÿ çàò-
ðóäíèòåëüíûì. Ñðåäè äîâîëüíî ïëîòíîé çà-
ðèñîâêè ìîæíî âèäåòü íåêîòîðûé «ïðî-
ñâåò», ñîîòâåòñòâóþùèé ìàëåíüêîìó ïðî-
ìåæóòêó ïî ïàðàìåòðó. Ýòî òàê íàçûâàå-
ìîå îêíî ïåðèîäè÷íîñòè. Åãî ñóùåñòâî-
âàíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì èíòåðâàëå èç-

ìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ñðåäè õàîòè÷åñêèõ ðå-
æèìîâ ìîãóò âîçíèêàòü îòäåëüíûå ïåðèî-
äè÷åñêèå òðàåêòîðèè (ðèñóíîê 6).

Èçâåñòíî, ÷òî îïèñàííîå âûøå ÿâ-
ëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà ïðîèñõîäèò â âåñüìà
øèðîêîì êëàññå ñèñòåì, çàâèñÿùèõ îò
ïàðàìåòðà. Íå ïðèâîäÿ îáùèõ óñëîâèé
âîçíèêíîâåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ, îòìåòèì,
÷òî â ñèñòåìàõ, çàäàâàåìûõ îòîáðàæåíèÿ-

ìè f x x( ) sin( )= λ π , f x x x( ) ( )= −λ 1 2  òàê-
æå íàáëþäàåòñÿ ÿâëåíèå áèôóðêàöèè óä-
âîåíèÿ ïåðèîäà.

Íà äèñêåòå ïðèâåäåí ïðèìåð ïðî-
ãðàììû, ïîçâîëÿþùåé ñòðîèòü èòåðàöèè
ëîãèñòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðîãðàììà
íàïèñàíà íà ÿçûêå Pascal (âåðñèÿ 7.0), äî-
ñòàòî÷íî ïðîñòà è ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíà êàê ìîäåëü äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èçó-
÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ ñèñòåì.

ÍÀØÈ   À Â ÒÎ ÐÛ

Ðèñóíîê 6. Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà
óäâîåíèÿ ïåðèîäà

äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

x

λ

Ëèòåðàòóðà.
[1] May R.M. Model Ecosystems. Princeton Univ. Press, Princeton, 1976.
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