
58

À.Ô. Ëÿõîâ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ Â ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ. ¹ 6, 2009 ã.

Ëÿõîâ Àëåêñàíäð Ôåäîðîâè÷

ÒÐÓÄÍÎ ÐÅØÀÅÌÛÅ ÇÀÄÀ×È È ÈÃÐÀ «ÑÀÏ¨Ð»

© À.Ô. Ëÿõîâ, 2009

Àííîòàöèÿ

Â ðàáîòå íà îñíîâàíèè òåîðèè ñëîæíîñòè çàäà÷ ïîêàçàíî, ÷òî åñëè àëãîðèòì
ðàñêðûòèÿ íåêîòîðîãî ïîëÿ èãðû «Ñàï¸ð» ñóùåñòâóåò, òî îí èìååò ñëîæíîñòü NP.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ èãðû ïîêàçàëè, ÷òî àëãîðèòì ðàñêðû-
òèÿ ñóùåñòâóåò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïðåäëîæèòü íîâóþ
êëàññèôèêàöèþ ñëîæíîñòè çàäà÷.

Â ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ìåòîäîâ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ â ìåæäóíàðîä-
íûõ ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ ïî èãðå â «Ñàï¸ð».

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ, èãðà «Ñàï¸ð», êëàññèôèêàöèÿ ñëîæíî-
ñòè çàäà÷.

Èíòåðåñ ê èãðå «Ñàï¸ð» (Ìinesweeper),
ïîñòàâëÿåìîé â ïàêåòå Windows, ñâÿçàí ñ
íåñêîëüêèìè ïðè÷èíàìè.

Âî-ïåðâûõ, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ
[1, 2], ïîèñê àëãîðèòìà ðàñêðûòèÿ èãðû ñâÿ-
çàí ñ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì
ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè � äîêàçàòåëüñòâîì
íåýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ çàäà÷ ïîëèíî-
ìèàëüíîé ñëîæíîñòè è íåïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè.

Âî-âòîðûõ, ïðîöåññ ðàñêðûòèÿ èãðîâî-
ãî ïîëÿ ìîäåëèðóåò çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ
ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
ëþáîå èçîáðàæåíèå îáðàçóåòñÿ íåêîòîðû-
ìè ñâÿçàííûìè ìíîæåñòâàìè ïèêñåëåé,
êîòîðûå ïðåäñòàâëåíû â èãðå êàê ìèíû.
Èññëåäîâàíèå âîçíèêíîâåíèÿ ýòèõ ñòðóê-
òóð ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ðÿä êà÷åñòâåííûõ
çàêëþ÷åíèé î ñòðóêòóðå èçîáðàæåíèÿ.

Â-òðåòüèõ, ïîñêîëüêó â èãðå âîçìîæíà
ñëó÷àéíàÿ ãåíåðàöèÿ ñëîæíûõ èãðîâûõ ïî-
ëåé ðàâíîé ñëîæíîñòè, òî ýòî ïîçâîëÿåò
âíåñòè â ïðîöåññ èãðû ýëåìåíò ñîðåâíîâà- 1 Ïðèìåðîâ òàêèõ çàäà÷, èçâåñòíûõ ñ äðåâíîñòè,

î÷åíü ìíîãî, � ýòî è êâàäðàòóðà êðóãà, è âåëèêàÿ
òåîðåìà Ôåðìà è ò. ï.

íèÿ ìåæäó èãðîêàìè è ïðåâðàòèòü èãðó â
íîâóþ ñïîðòèâíóþ èãðó [3] (ñì. Ïðèëîæå-
íèå).

ÒÐÓÄÍÎ ÐÅØÀÅÌÛÅ ÇÀÄÀ×È

Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ òðóäíîñòè ðåøå-
íèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ âîçíèêëà ïðàê-
òè÷åñêè îäíîâðåìåííî ñ âîçíèêíîâåíèåì
ìàòåìàòèêè. ×åëîâå÷åñòâî âñåãäà âîëíîâàë
âîïðîñ, ïî÷åìó îäíè çàäà÷è ðåøàþòñÿ ëåã-
êî, à äðóãèå ñ òðóäîì, îäèí ÷åëîâåê ìîã
ðåøèòü çàäà÷ó, à äðóãîé íåò.

Äðóãîé âàæíåéøèé âîïðîñ, ñâÿçàííûé
ñ òðóäíîñòüþ çàäà÷, ìîæåò áûòü ñôîðìóëè-
ðîâàí òàê: åñëè çàäà÷ó íå óäà¸òñÿ ðåøèòü,
òî ñóùåñòâóåò ëè ó íå¸ ðåøåíèå1.

Èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ è ñîçäàíèÿ àëãîðèòìîâ îáî-
ñòðèëñÿ â êîíöå XIX âåêà. Â ýòî âðåìÿ ïî-
ÿâèëèñü ðàçëè÷íûå ìåõàíè÷åñêèå óñòðîé-
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ñòâà äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî ïðîâåäåíèÿ âû-
÷èñëåíèé. Îäíàêî äëÿ ðåàëèçàöèè ñëîæíûõ
àëãîðèòìîâ òðåáîâàëèñü íàñòîÿùèå âû÷èñ-
ëèòåëüíûå ìàøèíû. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó,
÷òî áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå òåîðåòè-
÷åñêèå ìîäåëè èäåàëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí: ìàøèíà Òüþðèíãà, Ïîñòà è ò. ä.

Ñ ïîÿâëåíèåì ðåàëüíûõ ýëåêòðîííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí ðàçðàáîòêè ïî òå-
îðèè àëãîðèòìîâ ñòàëè îñîáåííî àêòóàëü-
íû è ôàêòè÷åñêè îáåñïå÷èëè íà÷àëî ñî-
âðåìåííîé èíôîðìàöèîííîé ðåâîëþöèè.

Íà ÷àñòü âîïðîñîâ, êîòîðûå èññëåäîâà-
ëèñü ðàíåå, îòâåòû áûëè ïîëó÷åíû, íî âîç-
íèêëè íîâûå áîëåå ãëóáîêèå ïðîáëåìû, ñâÿ-
çàííûå ñ ðåøåíèåì çàäà÷ è âû÷èñëèìîñòüþ
ôóíêöèé.

Ïåðåä òåì êàê ïðîâîäèòü ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç òðóäíîñòè çàäà÷, îïðåäåëèì ñàìî ïî-
íÿòèå çàäà÷è è ðÿä õàðàêòåðèñòèê çàäà÷è [1].

Ïîä ìàññîâîé çàäà÷åé Ï ïîíèìàåòñÿ
íåêîòîðûé îáùèé âîïðîñ, íà êîòîðûé ñëå-
äóåò äàòü îòâåò. Îáû÷íî çàäà÷à ñîäåðæèò
íåñêîëüêî ïàðàìåòðîâ, èëè ñâîáîäíûõ ïå-
ðåìåííûõ, êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ
íå îïðåäåëåíû.

Çàäà÷à îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé èíôîð-
ìàöèåé:

1) îáùèì ñïèñêîì âñåõ ïàðàìåòðîâ,
2) ôîðìóëèðîâêîé òåõ ñâîéñòâ, êîòîðûì

äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îòâåò, òî åñòü ðåøå-
íèå çàäà÷è.

Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à I ïîëó÷àåòñÿ èç
ìàññîâîé çàäà÷è Ï, åñëè âñåì ïàðàìåòðàì
ìàññîâîé çàäà÷è ïðèñâîèòü êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ.

Ïðèâåä¸ì ïðèìåð íàèáîëåå øèðîêî èçó-
÷àåìûõ ïåðåáîðíûõ ìàññîâûõ çàäà÷ â òåî-
ðèè àëãîðèòìîâ.

Çàäà÷à î êîììèâîÿæåðå

Ïóòåøåñòâåííèê äîëæåí îáúåõàòü n ãî-
ðîäîâ, ïîáûâàâ â êàæäîì ãîðîäå îäèí ðàç,
è âåðíóòüñÿ â èñõîäíûé ãîðîä, ïðè ýòîì
çàòðàòèòü ìèíèìàëüíóþ ñóììó íà ïîåçäêó.

Óñëîâèå. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

{ }mcccC ,...,, 21=  «ãîðîäîâ», ðàññòîÿíèå

1 Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ øèðå êëàññà çàäà÷, ðåøàåìûõ àëãîðèòìè÷åñêè [2].

+∈ Zccd ji ),(  äëÿ êàæäîé ïàðû ãîðîäîâ

Ccc ji ∈,  è ãðàíèöà +∈ ZB  (ïîëîæèòåëü-
íîå öåëîå ÷èñëî).

Âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè «ìàðøðóò», ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç âñå ãîðîäà èç C, äëèíà êî-
òîðîãî íå ïðåâîñõîäèò Â?

Ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü çàïèñàí â ñëå-
äóþùåì âèäå: ñóùåñòâóåò ëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü )()2()1( ...,,, mccc πππ , òàêàÿ ÷òî

∑
−

=
+ ≤+

1

1
)1()()1()( ),(),(

m

i
mii Bccdccd ππππ ?

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ìàëîì êîëè÷åñòâå
ãîðîäîâ ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïåðåáîðîì âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ, íî ñ ðîñòîì m êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìàðøðóòà ðàñ-
ò¸ò êàê m!.

Çàäà÷à î ðþêçàêå

Äàíî n ïðåäìåòîâ, äëÿ êàæäîãî èç êî-
òîðûõ èçâåñòåí îáú¸ì ai è ñòîèìîñòü bi.
Òðåáóåòñÿ ýòèìè ïðåäìåòàìè çàïîëíèòü
ðþêçàê îãðàíè÷åííîãî îáúåìà òàê, ÷òîáû
ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü óïàêîâàííûõ ïðåäìå-
òîâ áûëà ìàêñèìàëüíîé.

Óñëîâèå. Çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî U,
ðàçìåð S(u) ∈ Z+ è ñòîèìîñòü V(u) ∈ Z+ êàæ-
äîãî u ∈ U, ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà B
è K.

Âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå ïîä-

ìíîæåñòâî UU ⊆′ , ÷òî ∑
′∈

≤
Ui

BuS )(  è

∑
∈

≥
'

)(
Ui

KuV ?

Åù¸ îäíîé øèðîêî èçâåñòíîé ìàññîâîé
ïåðåáîðíîé çàäà÷åé, î êîòîðîé ñòîèò óïî-
ìÿíóòü, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à î ðàçëîæåíèè ñî-
ñòàâíîãî ÷èñëà íà ìíîæèòåëè.

Ïîä àëãîðèòìîì çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü
îáùóþ âûïîëíÿåìóþ øàã çà øàãîì ïðîöå-
äóðó, ïîçâîëÿþùóþ å¸ ðåøèòü.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì ðåøàåò
ìàññîâóþ çàäà÷ó Ï, åñëè îí ïðèìåíèì ê
ëþáîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å I èç Ï è äàåò
å¸ ðåøåíèå1.
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Ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà ñâÿ-
çàíî ñî âñåìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñà-
ìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ åãî ðåàëèçàöèè.
Îáû÷íî ïîä «ýôôåêòèâíûì» àëãîðèòìîì
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîíèìàþò ñàìûé áûñòðûé
àëãîðèòì.

Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà óäîáíî âûðà-
æàòü â âèäå ôóíêöèè îò îäíîé ïåðåìåí-
íîé, õàðàêòåðèçóþùåé ðàçìåð èíäèâèäóàëü-
íîé çàäà÷è, òî åñòü îáú¸ìîì âõîäíûõ äàí-
íûõ, òðåáóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ çàäà÷è.

Îïèñàíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

Ââåä¸ì Σ � ìíîæåñòâî ñèìâîëîâ, êîòî-
ðûå îáðàçóþò íåêîòîðûé àëôàâèò. Öåïî÷-
êè èç ñèìâîëîâ ýòîãî àëôàâèòà îáðàçóþò
ñëîâà, ìíîæåñòâî òàêèõ öåïî÷åê Σ*. Ëþáîå
ïîäìíîæåñòâî *Σ⊆L  áóäåì íàçûâàòü ÿçû-
êîì â àëôàâèòå Σ.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó çàäà÷àìè è ÿçûêà-
ìè óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåì êîäè-
ðîâàíèÿ.

Ñõåìà êîäèðîâàíèÿ l çàäà÷è Ï îïèñû-
âàåò êàæäóþ èíäèâèäóàëüíóþ çàäà÷ó èç Ï
ïîäõîäÿùèìè ñëîâàìè â íåêîòîðîì ôèê-
ñèðîâàííîì àëôàâèòå Σ*.

[ ] { }−Σ∈= xxlÏL *,

Çàäà÷à Ï è ñõåìà êîäèðîâàíèÿ l ðàçáè-
âàþò ñëîâà Σ* íà òðè êëàññà: ñëîâà, íå ÿâ-
ëÿþùèåñÿ êîäàìè çàäà÷è Ï, ñëîâà, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ êîäàìè èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ Ï ñ
ïîëîæèòåëüíûì îòâåòîì íà âîïðîñ, è ñëî-
âà ñ îòðèöàòåëüíûì îòâåòîì.

Åñëè l è l ′ äâå ñõåìû êîäèðîâàíèÿ, òî

[ ]lÏL , , [ ]lÏL ′,  âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåí-
íî. Âõîäíàÿ äëèíà èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è
I èç Ï îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì ñèìâîëîâ â öå-
ïî÷êå, ïîëó÷åííîé ïðèìåíåíèåì ê çàäà÷å I
ñõåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ ìàññîâîé çàäà÷è Ï.
Èìåííî ýòî ÷èñëî èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå
ôîðìàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ðàçìåðà èíäè-
âèäóàëüíîé çàäà÷è.

Ïðèâåä¸ì ïðîñòåéøèé ïðèìåð êîäèðî-
âàíèÿ ìàññîâîé çàäà÷è.

1. Ìàññîâàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü îïèñàíà
íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå.

Äàíî ÷èñëî À è ÷èñëî Â. ×åìó ðàâíî
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë?

Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à. Äàíî ÷èñëî À,
ðàâíîå äâóì è ÷èñëî Â, ðàâíîå äâóì. ×åìó
ðàâíî ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë?

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîäèðîâêà ìàññîâîé
çàäà÷è: À*Â = ?

Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à 2*2=?
3. Ìàññîâàÿ çàäà÷à íà ÿçûêå Ñ:

1. /*Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë
2. #include 〈<studio.h>〉
3. void main ()

4. {
5. int a,b,s;
6. printf(�\n Ââåäèòå ÷èñëà à è â�);
7. scanf(�%d%d�,&a,&b);
8. s=a*b;
9. printf(�\n Ïðîèçâåäåíèå S= %d�,s);
10. }
Èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíà äâóìÿ ñïîñîáàìè, ëèáî ÷åðåç ââåäå-
íèå çíà÷åíèé À è Â, ëèáî èçìåíåíèåì
âîñüìîé ñòðîêè s=2*2.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ïðèâåä¸ííîì ïðèìåðå
äëèíà êîäà çàäà÷è çàâèñèò îò äëèíû çàïèñè
ïåðåìíîæàåìûõ ÷èñåë è ðåçóëüòàòà1 .

Â òåîðèè àëãîðèòìîâ ïðèíÿòî ðàçëè÷àòü
ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïî èçìåíåíèþ åãî
äëèíû â çàâèñèìîñòè îò âõîäíûõ ïàðàìåò-
ðîâ.

Ñ êàæäîé çàäà÷åé Ï ñâÿçàíà íå çàâèñÿ-
ùàÿ îò ñõåìû êîäèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ

+→ ZDLength
Ï

:  ( Ï
D  � ìíîæåñòâî âñåõ

èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷), êîòîðàÿ «ïîëèíî-
ìèàëüíî ýêâèâàëåíòíà» äëèíå êîäà èíäè-
âèäóàëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷àåìîé ïðè ëþáîé

ðàçóìíîé ñõåìå êîäèðîâàíèÿ ( [ ]ILength  �

ôóíêöèÿ äëèíû çàäà÷è â ñèìâîëàõ âûáðàí-
íîãî àëôàâèòà).

Ïîä ïîëèíîìèàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ
çàäà÷ ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå. Äëÿ ëþáîé
ðàçóìíîé ñõåìû êîäèðîâàíèÿ l çàäà÷è Ï
ñóùåñòâóåò äâà ïîëèíîìà p è p ′ òàêèå, ÷òî

)(][ xpILength ≤  è ])[( ILengthpx ′≤ , ãäå

x  � äëèíà ñëîâà x.
Àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è Ï áóäåì íà-

çûâàòü ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì ïî âðåìåíè

1 Äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ «àëãîðèòì» íåîáõîäèìî çàôèêñèðîâàòü îïðåäåë¸ííóþ ìîäåëü ïðîöåññà
âû÷èñëåíèé.

,       êîä èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è



61

Òðóäíî ðåøàåìûå çàäà÷è è èãðà «Ñàï¸ð»

È Â ØÓÒÊÓ È ÂÑÅÐÜ¨Ç

àëãîðèòìîì, åñëè åãî âðåìåííàÿ ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò äâóõ àð-
ãóìåíòîâ Length [I] è Max [I] (Max [I] � ìàê-
ñèìàëüíîå ÷èñëî â I).

Ïîëèíîìèàëüíûì àëãîðèòìîì (èëè àë-
ãîðèòìîì ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè) íà-
çûâàåòñÿ àëãîðèòì, ó êîòîðîãî âðåìåííàÿ
ñëîæíîñòü ðàâíà ))(( npO , ãäå )(np  � íåêî-
òîðàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, à n � âõîä-
íàÿ äëèíà.

Ïðèâåä¸ì îöåíêè ïîëèíîìèàëüíîé
ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ àëãîðèò-
ìîâ. Àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè ýëåìåí-
òîâ ìàññèâà )( 2nO , àëãîðèòì ïèðàìèäàëü-
íîé ñîðòèðîâêè )log( 2 nnO . Èçâåñòåí àëãî-
ðèòì óìíîæåíèÿ äâóõ ÷èñåë ñ àñèìïòîòè-
÷åñêîé ñëîæíîñòüþ )logloglog( nnnO , àëãî-
ðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèö )( 2,2nO , àëãîðèòì
ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ � ñî ñëîæíîñòüþ )( 5,3nO  [3], ìåòîä Ãà-
óññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé èìååò ñëîæíîñòü )( 3nO , áû-
ñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � )log( nnO .

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì
ïî âðåìåíè, íî íå íàîáîðîò.

Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà îòðà-
æàåò òðåáóþùèåñÿ äëÿ åãî ðàáîòû çàòðàòû
âðåìåíè. Ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîé
äëèíå n (èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è) ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ìàêñèìàëüíîå âðåìÿ, çàòðà÷è-
âàåìîå àëãîðèòìîì íà ðåøåíèå èíäèâèäó-
àëüíûõ çàäà÷ ýòîé äëèíû1. Ôóíêöèÿ âðå-
ìåííîé ñëîæíîñòè áóäåò ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåíà, åñëè çàôèêñèðîâàíà ñõåìà êîäèðî-
âàíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ âõîäíóþ äëèíó èíäè-
âèäóàëüíîé çàäà÷è, è âûáðàíî âû÷èñëèòåëü-
íîå óñòðîéñòâî (èëè åãî ìîäåëü), îïðåäåëÿ-
þùåå âðåìÿ ðàáîòû.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ñâÿ-
çàíà ñ èñïîëüçóåìîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïàìÿòüþ. Íàïðèìåð, ïóñòü òðåáóåòñÿ îïðå-
äåëèòü ÷èñëî åäèíèö â äâîè÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè äëèíû n. Àëãîðèòì, êîòîðûé
ñ÷èòàåò åäèíèöû, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîñìàò-

ðèâàÿ âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
èìååò òðóäî¸ìêîñòü )(nO . Ìîæíî ïðåäëî-
æèòü äðóãîé àëãîðèòì, êîòîðûé òðåáóåò n2
ÿ÷ååê ïàìÿòè äëÿ õðàíåíèÿ âñåõ äâîè÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ïðè÷¸ì íî-
ìåð ÿ÷åéêè � ýòî äâîè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äëèíû n, à â ñàìîé ÿ÷åéêå õðàíèòñÿ
÷èñëî åäèíèö ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Çà-
äà÷à ðåøàåòñÿ çà îäíî îáðàùåíèå ê ïàìÿ-
òè, òî åñòü òðóäî¸ìêîñòü àëãîðèòìà )1(O .

Ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû îáû÷íî
ñîçäàþòñÿ â ðåçóëüòàòå ãëóáîêîãî àíàëèçà
çàäà÷è. Çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ íàéäåí ïîëè-
íîìèàëüíûé àëãîðèòì, îòíîñÿòñÿ ê ìíîæå-
ñòâó çàäà÷ êëàññà P (Polynomial).

Âñå íåïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû, êàê
ïðàâèëî, ñ÷èòàþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûìè.
Áîëüøèíñòâî ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèò-
ìîâ ÿâëÿþòñÿ âàðèàíòàìè ïîëíîãî ïåðåáî-
ðà âîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé çàäà÷è, è
òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì êëàññà NP
(Nondeterministically Polynomial).

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü çàäà÷ó òðóäíîðåøàå-
ìîé, åñëè äëÿ íå¸ íå ïîëó÷åí ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì.

Ïðèìåðîì ýêñïîíåíöèàëüíûõ çàäà÷ ÿâ-
ëÿþòñÿ âûøå îïèñàííûå çàäà÷è î êîììè-
âîÿæåðå è ðþêçàêå. Â ðàáîòå [1] ïðèâîäèò-
ñÿ 300 ðàçëè÷íûõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ NP èñïîëüçóþò
íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé
ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

1) «óãàäûâàíèå» ðåøåíèÿ,
2) ïðîâåðêà íàéäåííîãî ðåøåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà îñóùåñòâëÿåòñÿ

çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Â 1971 ãîäó âûøëà ðàáîòà Ñ.À. Êóêà

«Ñëîæíîñòü ïðîöåäóð âûâîäà òåîðåì» [4],
â êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî:

1. Åñëè îäíà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê äðóãîé
çàäà÷å çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, òî ëþáîé
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì âòîðîé çàäà÷è
ìîæåò áûòü ïðåâðàù¸í â ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïåðâîé çàäà÷è2.

2. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ìîäåëüíîé çàäà÷è
êëàññà NP áûëà âûáðàíà çàäà÷à âûïîëíèìîñòè.

1 Ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïàêåòàõ èìåþòñÿ âñòðîåííûå ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùèå îïðåäå-
ëÿòü âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû, òî åñòü âðåìÿ èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è.

2 Ïðèìåðîì òàêîé ñâîäèìîñòè ìîãóò ñëóæèòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ïðÿìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé )( 3nO  (ìåòîä Ãàóññà, LU-ìåòîä, ìåòîä ïðîãîíêè è äð.).
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Ðèñ. 1

1 Ê ýòèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ òàêèå ìàññîâûå çàäà÷è: ñîñòàâëåíèå ðàñïèñàíèé (ó÷åáíûõ, ðàáî÷èõ ÷àñîâ),
ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà, ìèíèìèçàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ çàòðàò è ò. ä. [1].

2 Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòèòóòîì Ãëåíà ÑØÀ ïðåäëîæåíà äåíåæíàÿ ïðåìèÿ â
ðàçìåðå îäíîãî ìèëëèîíà äîëëàðîâ çà ðåøåíèå ïðîáëåìû ýêâèâàëåíòíîñòè êëàññîâ Ð è NP çàäà÷.

Çàäà÷à âûïîëíèìîñòè

Óñëîâèå. Çàäàíû ìíîæåñòâî áóëåâûõ

ïåðåìåííûõ U ( { }nuuuU ,..., 21= ). Ïîä íà-
áîðîì çíà÷åíèé èñòèííîñòè íà ìíîæåñòâå
U áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ { }FTUF ,: →
è íàáîð Ñ äèçúþíêöèé íàä U.

Âîïðîñ. Ñóùåñòâóåò ëè âûïîëíÿþùèé
íàáîð çíà÷åíèé èñòèííîñòè äëÿ Ñ?

Íàïðèìåð, çàäàíû ëîãè÷åñêèå ïåðåìåí-

íûå ZYX ,,  è íàáîð ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé

¬∨∧ ,, . Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ
ZYXF ∨∧= , èìåþùàÿ èñòèííîå çíà÷åíèå

ïðè êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ ZYX ,, ?
 Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åí ïåðåáîðîì ïîäñòàíîâîê çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ.

Òåîðåìà Êóêà: Çàäà÷à âûïîëíèìîñòè
åñòü NP-ïîëíàÿ çàäà÷à.

Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à èç
êëàññà NP çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å âûïîëíèìîñòè.

Ïðîâåðêà ðåøåíèÿ êàæäîé èíäèâèäóàëü-
íîé çàäà÷è èç êëàññà NP îñóùåñòâëÿåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, à âûáîð ýòîãî ðå-
øåíèÿ � ñëó÷àéíûì îáðàçîì, òî åñòü èìååò
ìåñòî íåäåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì ðå-
øåíèÿ. ×èñëî âàðèàíòîâ ðåøåíèé, êîòîðûå
íàäî ïðîâåðèòü ðàñò¸ò ýêñïîíåíöèàëüíî1  ñ
ðîñòîì âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è.

Âîïðîñ î âçàèìîîòíîøåíèè êëàññîâ P
è NP ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì âîïðîñîì
òåîðèè àëãîðèòìîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî NPP ⊆ ,
è äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà. Åñëè

Ï ∈ NP, òî ñóùåñòâóåò ïîëèíîì ð òàêîé,
÷òî Ï ìîæåò áûòü ðåøåíà äåòåðìèíèðîâàí-
íûì àëãîðèòìîì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ

)2( )(npO .
Âûñêàçàíà ãèïîòåçà, ÷òî Ð ≠ NP, íî äî-

êàçàòåëüñòâà å¸ íåò. Åñëè áû îíà áûëà äî-
êàçàíà, òî äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è
ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü, ê êàêîìó êëàññó
îíà ïðèíàäëåæèò, ê êëàññó Ð èëè ê êëàññó
òðóäíî ðåøàåìûõ çàäà÷ NP 2.

Îòâåò íà âîïðîñ î íåýêâèâàëåíòíîñòè
êëàññîâ P è NP çàäà÷ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí,
åñëè áóäåò íàéäåíà çàäà÷à, ïðèíàäëåæàùàÿ
NP\P, è äëÿ íå¸ áóäåò äîêàçàíî îòñóòñòâèå
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ.

Ïîèñêîì òàêîé çàäà÷è è îáúÿñíÿåòñÿ
èíòåðåñ ê èãðå «Ñàï¸ð» (Minesweeper).

ÏÎÈÑÊ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÐÀÑÊÐÛÒÈß
ÈÃÐÛ «ÑÀÏ¨Ð»

Èãðà ñàïåð âõîäèò â ñòàíäàðòíûé íàáîð
èãð Windows. Â íåé èìååòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íîå ïîëå, ñîñòîÿùåå èç êëåòîê. Îäíè êëåò-
êè ïóñòûå, â äðóãèõ çàëîæåíû ìèíû. Îò-
êðûòèå êëåòîê âåäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äî
ïåðâîé îøèáêè èëè ïîëíîãî ðàñêðûòèÿ
ïîëÿ. Ïðè îòêðûòèè ïóñòîé êëåòêè â íåé
ïîÿâëÿåòñÿ ÷èñëî, ðàâíîå ÷èñëó ìèí, íàõî-
äÿùèõñÿ â âîñüìè êëåòêàõ, êîòîðûå îêðó-
æàþò îòêðûòóþ êëåòêó.

Èç èãðîâîé ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè
íåêîòîðûõ ïðîñòûõ êîíôèãóðàöèÿõ ìèí àë-
ãîðèòì îòêðûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûì ëèíåéíûì àëãîðèòìîì; â äðóãèõ, áî-
ëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, ïîèñê àëãîðèòìà îò-
êðûòèÿ ìèí îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåáîðîì âîç-
ìîæíûõ ðàçëè÷íûõ ðàññòàíîâîê ìèí.

Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïåðåõî-
äå ê áåñêîíå÷íîìó èãðîâîìó ïîëþ â èãðå
Ñàï¸ð ìîãóò âîçíèêàòü ðàññòàíîâêè ìèí, êî-
òîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê íåêîòîðûå
ëîãè÷åñêèå ýëåìåíòû.

Íàïðèìåð, ñòðóêòóðà, ïðèâåä¸ííàÿ íà
ðèñ. 1, îïèñûâàåò ïåðåíîñ ïåðåìåííîé Õ.
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Ðèñ. 4Ðèñ. 3

Çäåñü x ′ � ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ ìèíû,
õ � å¸ îòñóòñòâèþ (ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îá-
ðàòíûå çíà÷åíèÿ x ′ � ìèíû íåò, õ � ìèíà
åñòü).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ñòðóêòóðû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå îòðèöàíèþ (NOT) è äâîéíî-
ìó îòðèöàíèþ (NOT(NOT)).

Â ýòîé æå ðàáîòå [5] ïîêàçàíî, ÷òî â
èãðå «Ñàï¸ð» íà áåñêîíå÷íîì ïîëå ìîãóò
âîçíèêàòü ñòðóêòóðû, êîòîðûå ýêâèâàëåíò-
íû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëîãè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, íåêîòîðûå èíäèâèäó-
àëüíûå çàäà÷è ðàñêðûòèÿ èãðîâîãî ïîëÿ ñâî-
äÿòñÿ ê çàäà÷å âûïîëíèìîñòè Êóêà, òî åñòü
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäèâèäóàëü-
íûõ çàäà÷ ðàñêðûòèÿ èãðû «Ñàï¸ð», êîòî-
ðàÿ ïðèíàäëåæèò ê êëàññó NP ïîëíûõ çàäà÷.

Îäíàêî èãðîâàÿ ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò,
÷òî ýòèì íå èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå
çàäà÷è èãðû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïåðåáîðå âîçìîæíûõ ðàçëè÷íûõ
ðàññòàíîâîê ìèí ìîæåò âîçíèêíóòü íåîäíîç-
íà÷íîñòü, òî åñòü èñêîìàÿ ìèíà ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ ìîæåò íàõîäèòüñÿ â íåñêîëü-
êèõ êëåòêàõ. Íàïðèìåð, ïóñòü âñ¸ èãðîâîå
ïîëå ðàñêðûòî, à â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé
êëàñòåðîì èç ìèí, äîëæíà íàõîäèòñÿ îäíà
ìèíà (ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àå ìèíà ñ ðàâíîé
âåðîÿòíîñòüþ íàõîäèòñÿ â îäíîé èç äâóõ

êëåòîê. Ëîãè÷åñêèé ïåðåõîä ìåæäó âíåøíèì
ïîëåì è îáëàñòüþ, îãðàíè÷åííîé êëàñòåðîì,
íåâîçìîæåí.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äåòåðìè-
íèðîâàííîãî àëãîðèòìà ðàñêðûòèÿ èãðû íå
ñóùåñòâóåò.

Âîçíèêàåò çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè âåðî-
ÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ çàìêíóòûõ îáëàñòåé ïðè
ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèÿõ ìèí íà ïîëå [6].

Çàäà÷à. Ïî çàäàííîìó ðàçìåðó ïîëÿ è
ñëó÷àéíî ðàññòàâëåííûì ìèíàì ïðè ðàçëè÷-
íûõ êîíöåíòðàöèÿõ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè, ïðè
êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïîÿâëåíèå çàìêíóòûõ
êëàñòåðîâ è êëàñòåðîâ, ðàçäåëÿþùèõ èãðî-
âîå ïîëå íà íåçàâèñèìûå ÷àñòè.

Àíàëèç çàäà÷è î ïîÿâëåíèè êëàñòåðîâ
èç ìèí ìîæåò áûòü ïðîâåä¸í ñ ïîìîùüþ
òåîðèè ïåðêîëÿöèè.

Ñëîâî ïåðêîëÿöèÿ è îñíîâíûå èäåè òå-
îðèè ïåðêîëÿöèè áûëè ðàçðàáîòàíû Ñèìî-
íîì Áðîäáåíòîì è Äæîíîì Õàììåðñëè â
1957 ã. ïðè èçó÷åíèè èìè ÿâëåíèé ïðîõîæ-
äåíèÿ ãàçîâ ÷åðåç óãîëüíûé ôèëüòð. Äâè-
æåíèå ãàçà ïî ëàáèðèíòàì èç ïîð â óãëå
îíè íàçâàëè ïåðêîëÿöèîííûì ïðîöåññîì
(percolation � ïðîñà÷èâàíèå, ïðîòåêàíèå).

Ðèñ. 2

NOT NOT(NOT)
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Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ïåðêîëÿöèè íà ïðî-
ñòåéøåé êâàäðàòíîé ñåòêå (ðèñ. 4) [7]. ×àñòü
êëåòîê ñåòêè çàêðàøèâàåòñÿ â ÷¸ðíûé öâåò.
Äîëÿ çàêðàøåííûõ êâàäðàòîâ ñîñòàâëÿåò

N

N
p

÷åðí.= , N � îáùåå ÷èñëî êëåòîê, N÷åðí. �

÷¸ðíûå êëåòêè.
Êâàäðàòû äëÿ çàêðàøèâàíèÿ âûáèðàþò-

ñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: ëèáî ñëó÷àéíî, ëèáî
ïî êàêîìó-òî ïðàâèëó. Â ïåðâîì ñëó÷àå ãî-
âîðÿò î ñëó÷àéíîé ïåðêîëÿöèè (ïåðêîëÿ-
öèè Áåðíóëëè), âî âòîðîì � î êîððåëèðî-
âàííîé.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó-
÷àéíûå ïåðêîëÿöèè.

Öåïî÷êó ñâÿçàííûõ êëåòîê îäíîãî òèïà
íàçûâàþò êëàñòåðîì.

Êëàñòåð, ñîåäèíÿþùèé äâå ïðîòèâîïî-
ëîæíûå ñòîðîíû ñèñòåìû, íàçûâàþò ïåð-
êîëÿöèîííûì èëè áåñêîíå÷íûì êëàñòåðîì1.

Îäèí èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ òåîðèè ïåð-
êîëÿöèè � ïðè êàêîé äîëå ð çàêðàøåííûõ
êâàäðàòîâ âîçíèêàåò öåïî÷êà ÷åðíûõ êâàä-
ðàòîâ, ñîåäèíÿþùàÿ âåðõíþþ è íèæíþþ
ñòîðîíû ñåòêè, òî åñòü áåñêîíå÷íûé êëàñ-
òåð?

Ïðè ñëó÷àéíîé ðàññòàíîâêå ÷¸ðíûõ êëå-
òîê òàêèå öåïî÷êè ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ðàç-
íûõ êîíöåíòðàöèÿõ.

 Îäíàêî åñëè ðàçìåð ñåòêè L óñòðåìèòü
ê áåñêîíå÷íîñòè, òî êðèòè÷åñêàÿ êîí-
öåíòðàöèÿ ñòàíåò âïîëíå îïðåäåëåííîé.
Òàêóþ êðèòè÷åñêóþ êîíöåíòðàöèþ íàçûâà-
þò ïîðîãîì ïåðêîëÿöèè.

Ïî ñâîåé ñóòè ïåðêîëèöèîííûé ïîðîã
èëè ïåðêîëèöèîííûé ïåðåõîä ÿâëÿåòñÿ ãåî-
ìåòðè÷åñêèì ôàçîâûì ïåðåõîäîì. Äåéñòâè-
òåëüíî êðèòè÷åñêàÿ êîíöåíòðàöèÿ êëåòîê
ðàçäåëÿåò âñå ñåòêè íà äâà âèäà (äâå ôàçû):
â îäíîì âèäå ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå êëàñòå-
ðû, â äðóãîì � ñóùåñòâóåò îäèí áåñêîíå÷íûé
êëàñòåð.

 Ìíîãèå âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè êëàñ-
òåðà (äëèíà êîððåëÿöèè, ñðåäíåå ÷èñëî óç-
ëîâ) âáëèçè ïåðåõîäà îïèñûâàþòñÿ ïîêàçà-
òåëüíîé ôóíêöèåé ñ ðàçëè÷íûìè êðèòè÷åñ-
êèìè ïîêàçàòåëÿìè.

1 Äëÿ ïîäîáíûõ êëàñòåðîâ â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ íàçâàíèÿ «ñòÿãèâàþùèé êëàñòåð», «ñîåäèíÿþùèé
êëàñòåð».

ÏÎÈÑÊ ÊËÀÑÒÅÐÀ ÈÇ ÌÈÍ
ÍÀ ÈÃÐÎÂÎÌ ÏÎËÅ «ÑÀÏ¨Ð»

Â ðàáîòå [6] ïîêàçàíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ðàñêðûòèÿ ïîëÿ «Ñàï¸ð» çàâèñèò îò ñóùå-
ñòâîâàíèÿ êëàñòåðà èç ìèí, îòñåêàþùåãî
÷àñòü èãðîâîãî ïîëÿ.

1. Åñëè íà ïîëå åñòü êëàñòåð èç ìèí,
äåëÿùèé èãðîâîå ïîëå íà äâå íåçàâèñèìûå
îáëàñòè, òàê ÷òî â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé
åñòü ìèíû, òî àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ òàêîãî
ïîëÿ íå ñóùåñòâóåò.

2. Åñëè êëàñòåð èç ìèí äåëèò ïîëå íà
îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ âñå ìèíû, è ïóñòóþ
îáëàñòü, òî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà ðàñ-
êðûòèÿ çàâèñèò îò «òîëùèíû» êëàñòåðà (òî
åñòü ñòîðîíû íàèáîëüøåãî êâàäðàòà èç çà-
ìèíèðîâàííûõ êëåòîê, öåëèêîì âêëþ÷åí-
íîãî â êëàñòåð). Åñëè ýòîò êëàñòåð ñîäåð-
æèò ìèíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îáíàðó-
æåíû ïðè ïîëíîì ðàñêðûòèè ïåðâîé îáëà-
ñòè, òî àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î âîçíèêíî-
âåíèè áåñêîíå÷íîãî êëàñòåðà èç ìèí èñ-
ïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò. Äëÿ
ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè âåðîÿòíîñòè ïîÿâ-
ëåíèÿ êëàñòåðà èç ìèí îò ïëîòíîñòè èç ìèí
áûëà ìîäèôèöèðîâàíà ïðîãðàììà Cluster
(ðèñ. 5), îïèñàííàÿ â ðàáîòå [6].

Ïðîãðàììà ðàçëè÷àåò øåñòü âèäîâ êëà-
ñòåðîâ: êëàñòåðû, ñîåäèíÿþùèå ëåâóþ è
ïðàâóþ ñòîðîíû ïîëÿ, âåðõíþþ è íèæíþþ,
âåðõíþþ è ëåâóþ, âåðõíþþ è ïðàâóþ, íèæ-
íþþ è ëåâóþ, íèæíþþ è ïðàâóþ. Íåêîòî-
ðûå êëàñòåðû îòíîñÿòñÿ ê íåñêîëüêèì âè-
äàì îäíîâðåìåííî. Ïðîãðàììà ïîäñ÷èòûâà-
åò ñëó÷àè âîçíèêíîâåíèÿ êëàñòåðîâ êàæäî-
ãî âèäà â îòäåëüíîñòè, à çàòåì íàõîäèò èõ
îáùåå ÷èñëî çà áîëüøîå çàäàííîå ÷èñëî
ðàññòàíîâîê ìèí íà ïîëå. Â ïðîãðàììó áûëà
äîáàâëåíà íîâàÿ âîçìîæíîñòü � îïðåäåëÿòü
÷àñòîòó ïîÿâëåíèÿ è îòñóòñòâèÿ êëàñòåðîâ,
òî åñòü îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòü ñóùåñòâîâà-
íèÿ àëãîðèòìà ðàñêðûòèÿ ïîëÿ.

 Íà÷àëüíûìè äàííûìè äëÿ ðàáîòû ïðî-
ãðàììû ÿâëÿþòñÿ ðàçìåðû ïîëÿ (÷èñëî êëå-
òîê ïî ãîðèçîíòàëè N1 è ïî âåðòèêàëè N2),
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Ðèñ. 5

Ðèñ. 6

÷èñëî ìèí íà ïîëå M è êîëè÷åñòâî îïûòîâ
K, êîòîðîå ïîëüçîâàòåëü õîòåë áû ïðîâåñ-
òè. Â êàæäîì îïûòå ïðîãðàììà ñëó÷àéíûì
îáðàçîì ðàññòàâëÿåò ìèíû ïî êëåòêàì ïîëÿ.

Â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà áûëà îïðå-
äåëåíà âåðîÿòíîñòü îòñóòñòâèÿ êëàñòåðà íà
êâàäðàòíûõ ïîëÿõ ðàçíîãî ðàçìåðà è ñ ðàç-
ëè÷íîé ïëîòíîñòüþ ìèí. Âèä çàâèñèìîñòè
ýòîé ÷àñòîòû îò ïëîòíîñòè ìèí ïîêàçàí íà
ðèñ. 6.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ÷àñòîòà îòñóòñòâèÿ
êëàñòåðîâ çàâèñèò ãëàâíûì îáðàçîì îò ïëîò-
íîñòè ìèí íà èãðîâîì ïîëå. Ïðè ïëîòíîñ-
òè 0,20 (èãðîâîå ïîëå «Ïðîôåññèîíàë») ñ
äîñòàòî÷íî âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ ~ 70%
áóäåò íàéäåí õîòÿ áû îäèí êëàñòåð, ïðè
ïëîòíîñòè ìèí 0,15 (èãðîâîå ïîëå «Ëþáè-
òåëü») îêîëî ïîëîâèíû ïîëåé ñîäåðæàò
êëàñòåð. Íà ïîëÿõ ñ ìåíüøåé ïëîòíîñòüþ
êëàñòåðû ïîÿâëÿþòñÿ ðåäêî, è ïðîáëåì ïðè
ðàñêðûòèè ïðàêòè÷åñêè íå âîçíèêàåò.

Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ðàñêðûòèÿ
ïîëÿ áóäóò âûøå ïîëó÷åííûõ âåðîÿòíîñòåé
îòñóòñòâèÿ êëàñòåðîâ èç ìèí, òàê êàê ÷àñòü

íàéäåííûõ êëàñòåðîâ íå îòñåêàåò ïîëÿ èëè
îòñåêàåò ïóñòûå îáëàñòè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäå-
ëàòü âûâîä î òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà ðàñêðûòèÿ èãðîâîãî
ïîëÿ «Ñàï¸ð» òåì ìåíüøå, ÷åì âûøå ïëîò-
íîñòü ðàñïîëîæåíèÿ ìèí, ïðè÷åì ýòà çàâè-
ñèìîñòü èìååò íåëèíåéíûé õàðàêòåð.
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Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò,
÷òî çàìêíóòûå êëàñòåðû ïðè áîëüøèõ ïëîò-
íîñòÿõ ìèí íîñÿò ÿâíî âûðàæåííûé ôðàê-
òàëüíûé õàðàêòåð (ðèñ. 7) (ôðàêòàëüíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ïðè n = 1,317, ρ = 0,5).

Òîò ôàêò, ÷òî êëàñòåðû èìåþò ôðàê-
òàëüíóþ ðàçìåðíîñòü, îçíà÷àåò, ÷òî îíè

Ðèñ. 7

1 Çàìåòèì åù¸ ðàç, ÷òî ñóùåñòâóþò àëãîðèòìè÷åñêè íåâû÷èñëèìûå çàäà÷è [2].

îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìàñøòàáíîé èíâàðèàí-
òíîñòè, ïîýòîìó èññëåäîâàíèå íåáîëüøèõ
ïî ðàçìåðàì ðåøåòîê ïîçâîëÿåò ñóäèòü î
áåñêîíå÷íûõ ðåøåòêàõ. Äàííîå ñâîéñòâî
èíäèâèäóàëüíûõ çàäà÷ ðàñêðûòèÿ èãðû «Ñà-
ïåð» ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íîâîì âèäå èõ
ñâîäèìîñòè äðóã ê äðóãó.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðîâåä¸ííûå èññëåäîâàíèÿ èãðû «Ñàï¸ð»
ïîçâîëÿþò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

1. Àëãîðèòì ðàñêðûòèÿ èãðû «Ñàï¸ð»
ñóùåñòâóåò ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ.

2. Åñëè àëãîðèòì èãðû ðàñêðûòèÿ ñóùå-
ñòâóåò, òî îí ìîæåò èìåòü íåïîëèíîìèàëü-
íóþ ñëîæíîñòü NP.

3. Ìîæíî ïðåäëîæèòü íîâóþ êëàññèôè-
êàöèþ ñëîæíîñòè çàäà÷: çàäà÷è, èìåþùèå
ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü ñ íåêîòîðîé
âåðîÿòíîñòüþ P (êëàññ PP), çàäà÷è, èìåþ-
ùèå íåïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ P (êëàññ NPP), è íåâû÷èñëèìûå
çàäà÷è1  ñ âåðîÿòíîñòüþ P (êëàññ NCP).

Ïðèëîæåíèå

 ÑÏÎÐÒÈÂÍÛÅ ÑÎÐÅÂÍÎÂÀÍÈß ÏÎ ÈÃÐÅ «ÑÀÏ¨Ð»

Êîìïàíèÿ Microsoft ðåêëàìèðóÿ ñâîé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, îñóùåñòâëÿåò ïîääåðæêó èíôîð-
ìàöèîííîé êîìïàíèè ïî ïðîâåäåíèþ êàê íàöèîíàëüíûõ ÷åìïèîíàòîâ, òàê è ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî
èãðå «Ñàïåð» (ñàéò www.minesweeper.ru). Êàê ýòî ïðèíÿòî âî âñåõ èãðîâûõ âèäàõ, ñóùåñòâóþò
íàöèîíàëüíûå è ìèðîâûå òàáëèöû ðåéòèíãîâ èãðîêîâ. Èç ïîñëåäíèõ íîâîñòåé îòìåòèì, ÷òî 8
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Òðóäíî ðåøàåìûå çàäà÷è è èãðà «Ñàï¸ð»

È Â ØÓÒÊÓ È ÂÑÅÐÜ¨Ç

àïðåëÿ 2009 ãîäà çàâåðøèëñÿ òðåòèé êóáîê Ðîññèè, à 20 èþíÿ 2009 ãîäà â øîòëàíäñêîì ãîðîäå
Ñòèðëèíã ïðîõîäèë ìåæäóíàðîäíûé òóðíèð ïî èãðå «Ñàï¸ð».

Ñîðåâíîâàíèÿ â èãðå «Ñàï¸ð» ïðîâîäÿòñÿ íà áûñòðîòó îòêðûòèÿ èãðîâîãî ïîëÿ. Îñíîâíîå
óñëîâèå ëþáîãî ñîðåâíîâàíèÿ ñîñòîèò â ñîçäàíèè ðàâíûõ èñõîäíûõ ïîçèöèé äëÿ ñîðåâíóþùèõñÿ
èãðîêîâ. Ýòî óñëîâèå â èãðå âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãåíåðàöèè èãðîâûõ ïîëåé îäèíàêîâîé ñëîæ-
íîñòè «Ëþáèòåëü» è «Ïðîôåññèîíàë».

Äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè èãðîâîé ïîçèöèè èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëèêîâ, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ åãî ðàñêðûòèÿ, êîýôôèöèåíò 3BV.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî èãðîâîå ïîëå, èìåþùåå ÷åòûðå îáëàñòè áåç ìèí (openings). Äëÿ
èõ ðàñêðûòèÿ òðåáóåòñÿ ÷åòûðå êëèêà è 36 êëåòîê ñ öèôðàìè, ëåæàùèå íå íà ãðàíèöå îòêðûòûõ
îáëàñòåé. Èòîãî äëÿ ðàñêðûòèÿ èãðû òðåáóåòñÿ 40 êëèêîâ (3BV = 40).

Ðàñïðåäåëåíèÿ 3BV

Íà ãðàôèêå (ðèñ. 2) óêàçàíû âåðîÿòíîñòè ïîëó÷åíèÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 3BV íà äîñêå «Ëþáè-
òåëü» ñ ïëîòíîñòüþ ìèí ðàâíîé ρ = 0,16.

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà 3BV áëèçêî ê íîðìàëüíîìó. Ñðåäíåå çíà÷å-
íèå 3BV ≈ 64,92. Çàìåòèì, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü ðåêîðäîâ ñòàâèòñÿ íà äîñêàõ ñ 3BV ìåíåå 40, à
âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ òàêîé äîñêè ñîñòàâëÿåò 0,008. Ðåøåíèåì International Minesweeper Committee
èãðîâûå ïîëÿ ñ 3BV < 30 íå ó÷èòûâàþòñÿ â ðåéòèíãå èãðîêîâ.

Àíàëîãè÷íûé âèä èìååò ãðàôèê ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà 3BV íà èãðîâîì ïîëå «Ïðîôåñ-
ñèîíàë», ρ = 0,21. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå çíà÷åíèå 3BV ≈ 173,58. Ïðîñòûå ïîëÿ ñ 3BV ìåíüøå 130
ñîñòàâëÿþò âñåãî 0,008 îò îáùåãî ÷èñëà äîñîê. Ïîëÿ ñ 3BV ìåíüøå 99 çàïðåùåíû äëÿ èñïîëüçîâà-
íèÿ â ñîðåâíîâàíèÿõ.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà
Minesweeper Clone 2007, ïðîâåðÿþùàÿ êîýôôè-
öèåíò 3BV è íå ïîçâîëÿþùàÿ èãðàòü íà ïîëÿõ ñ
åãî ìàëûì çíà÷åíèåì.

Äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòèâíîñòè èãðîêà ââîäèòñÿ

ñêîðîñòü ðàçìèíèðîâàíèÿ 
T

BV
V
èãð

3= , ãäå T �

âðåìÿ èãðû. Îäíàêî ýòîò êîýôôèöèåíò îáëàäàåò

ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Âûñîêèå ñêîðîñòè ðàñêðû-

òèÿ äîñòèãàþòñÿ íà ïîëÿõ ñ áîëüøèì êîýôôèöè-
åíòîì 3BV. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íà òàêèõ
èãðîâûõ ïîëÿõ èìååò ìåñòî áîëüøàÿ «ïëîòíîñòü»
êëåòîê, äàþùèõ âêëàä â 3BV.

Ðèñ. 1

Ðèñ. 2
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Abstract

In the paper it is shown based upon the theory of complexity of problems if a solving
algorithm exists in a sample «Minesweeper» field, it has NP-complexity. Experimental
treatments of the game show that the solving algorithm exists with certain probability.
These results allow new classification of problems� complexity to be proposed.

Paper�s Appendix contains description of methods for evaluating results of players at
the international Minesweeper championship.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû .èãð
V  äëÿ óñòðàíåíèÿ ýôôåêòà ðîñòà ñêîðîñòè ïðè ðîñòå 3BV èñïîëü-

çóåòñÿ êîýôôèöèåíò IOS = Index Of Speed =  BVT 3log . Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü

ïî ñêîðîñòè êàê îòäåëüíûõ èãðîêîâ, òàê è âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ èãðû îäíîãî èãðîêà.

Âòîðûì àëüòåðíàòèâíûì êîýôôèöèåíòîì ÿâëÿåòñÿ RQP = Rapport Qualite Prix = 
.èãð

V

T
. Ïî

ýòîìó êîýôôèöèåíòó èìååò ñìûñë ñðàâíèâàòü â îñíîâíîì èãðû ñ ìàëûìè âðåìåíàìè.

Èíôîðìàöèÿ âçÿòà ñ ñàéòà www.minesweeper_ru.


