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Åâêëèä ïðîäåìîíñòðèðîâàë, ÷òî îãðîì-
íîå êîëè÷åñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ òåîðåì ìî-
æåò áûòü âûâåäåíî èç  äîâîëüíî  íåáîëüøî-
ãî êîëè÷åñòâà àêñèîì. Ïðàâäà, âïîñëåäñòâèè
âûÿñíèëîñü, ÷òî åãî àêñèîìàòèêà íå ïîëíà,
è íàäî äîáàâèòü â êà÷åñòâå àêñèîì åù¸ íå-
ñêîëüêî «î÷åâèäíûõ óòâåðæäåíèé», íàïðè-
ìåð àêñèîìó Ïàøà,  óòâåðæäàþùóþ, ÷òî
åñëè ïðÿìàÿ ëåæèò â ïëîñêîñòè òðåóãîëüíè-
êà è ïåðåñåêàåò îäíó èç åãî ñòîðîí, òî îíà
ïåðåñåêàåò åù¸ è êàêóþ-òî äðóãóþ åãî ñòî-
ðîíó. Ïîçäíåå ïîëíàÿ ñèñòåìà ãåîìåòðè÷åñ-
êèõ àêñèîì áûëà ïîñòðîåíà Äàâèäîì Ãèëü-
áåðòîì (David Hilbert).

 Ïðîöåññ àêñèîìàòèçàöèè áûë ðàñøèðåí
íà âñþ ìàòåìàòèêó,  áûëè ñôîðìóëèðîâàíû
àêñèîìû òåîðèè ìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè, ïî-
ñòðîåíà àêñèîìàòèêà Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Ïî
êðàéíåé ìåðå,  99,999 % òåîðåì, êîòîðûå äî-
êàçûâàþòñÿ ñîâðåìåííûìè ìàòåìàòèêàìè,
ìîæíî âûâåñòè ïî ôîðìàëüíûì ïðàâèëàì èç
àêñèîì ýòîé ñèñòåìû. Â íåêîòîðîì ñìûñëå,
áîëüøèíñòâî ìàòåìàòèêîâ ñåãîäíÿ íå îòêðû-
âàþò  àáñîëþòíî íè÷åãî íîâîãî � âñ¸ óæå
çàëîæåíî â àêñèîìàõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ:  çà
÷òî òîãäà ìàòåìàòèêàì ïëàòÿò äåíüãè?
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Àííîòàöèÿ

Ýòîò òåêñò ÿâëÿåòñÿ ñëåãêà îòðåäàêòèðîâàííîé  ñòåíîãðàììîé ñîäîêëàäà  íà ñîâìå-
ñòíîì çàñåäàíèè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî Ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è Ñåêöèè ìàòåìà-
òèêè Äîìà ó÷¸íûõ 23 ìàðòà 2010 ãîäà. Ìàòåðèàëû çàñåäàíèÿ, âêëþ÷àÿ âèäåîçàïèñè,
äîñòóïíû â [1].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî, èíòåðàêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî, íó-
ëåâîå çíàíèå.

 Îäèí îòâåò òàêîâ. Ôîðìàëüíî ìîæíî
áûëî áû ïîñòóïàòü, êàê ïîñòóïàëè, ãîâîðÿò,
äðåâíèå ãðåêè: íàðèñîâàí ÷åðò¸æ, à â êà÷å-
ñòâå äîêàçàòåëüñòâà íàïèñàíî «Ñìîòðè».
Êîãäà òåîðåìà ñôîðìóëèðîâàíà, äàëüøå
ìîæíî áûëî áû ïðîñòî íàïèñàòü, íàïðèìåð:
«Ñëåäóåò èç  àêñèîìàòèêè Öåðìåëî-Ôðåíêå-
ëÿ». Äåëî, îäíàêî, â òîì, ÷òî âûâîä òåîðåìû
èç àêñèîì ìîæåò áûòü î÷åíü è î÷åíü äëèí-
íûì (â îáùåì ñëó÷àå åãî äëèíó íåëüçÿ îöå-
íèòü ñâåðõó íèêàêîé âû÷èñëèìîé ôóíêöèåé
îò äëèíû ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû).

 Íàéòè òàêîé äëèííûé âûâîä òåîðåìû èç
àêñèîì â ïðèíöèïå ìîæíî ïóò¸ì èñ÷åðïû-
âàþùåãî ïåðåáîðà: íà ïåðâîì øàãå èç àêñè-
îì âûâîäÿòñÿ èõ íåïîñðåäñòâåííûå ñëåä-
ñòâèÿ, íà âòîðîì � ñëåäñòâèÿ ñëåäñòâèé è òàê
äàëåå, ïîêà ñðåäè ñëåäñòâèé íå îêàæåòñÿ èí-
òåðåñóþùàÿ íàñ òåîðåìà. Ïîíÿòíî, îäíàêî,
÷òî íà òàêîì ïóòè íåëüçÿ íàéòè äîêàçàòåëü-
ñòâî ñêîëüêî-íèáóäü èíòåðåñíîé òåîðåìû.
Ìàòåìàòèêè æå íåâåäîìûìè íàì ïóòÿìè èç
î÷åíü òîíêèõ ñîîáðàæåíèé âûâîäÿò âåñüìà
íåòðèâèàëüíûå ñëåäñòâèÿ èç âïîëíå îãðàíè-
÷åííîãî êîëè÷åñòâà «î÷åâèäíûõ» àêñèîì.

Ýòà ñïîñîáíîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî ìîçãà
î÷åíü óäèâèòåëüíà ïî ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìàòåìàòèêà, íåñîìíåííî,
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èãðàåò î÷åíü ïîëåçíóþ ðîëü â ñîâðåìåííîì
îáùåñòâå, è êâàëèôèöèðîâàííûå ìàòåìàòè-
êè äëÿ íåãî î÷åíü âàæíû. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ñ áèîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ÷åëîâåê
èçìåíèëñÿ çà ïîñëåäíèå, ñêàæåì, ïÿòü òû-
ñÿ÷ ëåò íå ñèëüíî, è, çíà÷èò, è òîãäà ðîæäà-
ëèñü ëþäè, êîòîðûå ïî ñâîèì ïðèðîäíûì
äàííûì ìîãëè áû ñòàòü çàìå÷àòåëüíûìè
ìàòåìàòèêàìè. Â òå âðåìåíà, îäíàêî, òàêèå
âûäàþùèåñÿ ñïîñîáíîñòè íå ïðèíîñèëè
èíäèâèäó çàìåòíûõ ïðåèìóùåñòâ, â îòëè÷èå,
ñêàæåì, îò ðîñòà, ñèëû èëè ñêîðîñòè áåãà, è
ïîòîìó íå ìîãëè ñëóæèòü ñóùåñòâåííûì
ôàêòîðîì åñòåñòâåííîãî îòáîðà. Ïî÷åìó æå
òîãäà ó ÷åëîâåêà ïîÿâèëèñü ñïîñîáíîñòè ê
àáñòðàêòíîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó ìûøëåíèþ?

ß, îäíàêî, õî÷ó îáñóæäàòü íå âîïðîñ,
îòêóäà áåðóòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëü-
ñòâà, à òî, êàê èõ ïðîâåðÿòü, � âåäü èçâåñòíî
íåìàëî ñëó÷àåâ îïóáëèêîâàííûõ íåâåðíûõ
äîêàçàòåëüñòâ, ïðè ýòîì îøèáêà îáíàðóæè-
âàëàñü èíîãäà ÷åðåç äåñÿòèëåòèÿ.

 ß õî÷ó ðàññêàçàòü, â ïåðâóþ î÷åðåäü, î
äåÿòåëüíîñòè ïî ïðîâåðêå ìàòåìàòè÷åñêèõ
òåîðåì, êîòîðàÿ  âåä¸òñÿ  äàâíî, íî, òåì íå
ìåíåå, íå î÷åíü èçâåñòíà áîëüøèíñòâó  ìà-
òåìàòèêîâ. À èìåííî, óæå ìíîãî ëåò ðàçðà-
áàòûâàþòñÿ ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå ïðîâå-
ðÿòü ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðîâ äîñòàòî÷íî
ñëîæíûå äîêàçàòåëüñòâà ïðè óñëîâèè, ÷òî
îíè èçëîæåíû àáñîëþòíî ñî âñåìè äåòàëÿ-
ìè. Ïîäîáíûõ ñèñòåì ñåé÷àñ ñóùåñòâóåò äî-
âîëüíî ìíîãî. Áûëà ïîïûòêà [2] îáúåäèíèòü
èõ â îäíó ñèñòåìó, íî ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì
îáúåäèíåíèÿ íå ïðîèçîøëî. Åñòü ðàçíûå
êîëëåêòèâû, ðàçíûå àâòîðû, êîòîðûå ðàáî-
òàþò íåçàâèñèìî, ìîæåò áûòü, ýòî è ê ëó÷-
øåìó.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì èñ-
ïîëüçóåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îäèí «äæåíòëüìåí-
ñêèé íàáîð» èç 100 òåîðåì [5], êîòîðûå áûëè
îòîáðàíû â êîíöå XX âåêà êàê ïî èõ ðîëè â
ìàòåìàòèêå, òàê è ïî êðàñîòå. Äîêàçàòåëüñòâà
ìíîãèõ èç ýòèõ 100 òåîðåì óæå ïðîâåðåíû
êîìïüþòåðíûìè ñèñòåìàìè, è çà÷àñòóþ íå
îäíîé.

 Ê ïðîâåðåííûì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
� òåîðåìà Ïèôàãîðà,
� ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¸äåëÿ î íåïîëíîòå

âñÿêîé äîñòàòî÷íî ìîùíîé, íî íåïðîòèâî-
ðå÷èâîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìû,

� òåîðåìû î íåâîçìîæíîñòè òðèñåêöèè
óãëà è óäâîåíèÿ êóáà,

� îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè, óòâåð-
æäàþùàÿ, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ
÷èñåë, ïðè÷¸ì åäèíñòâåííûì, ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîðÿäêà ñîìíîæèòåëåé, îáðàçîì,

� îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû, óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî êàæäûé îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû
ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé èìååò õîòÿ
áû îäèí êîðåíü â ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

� òåîðåìà î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ ÷èñåë è çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïðî-
ñòûõ ÷èñåë,

� òåîðåìà î ÷åòûð¸õ êðàñêàõ,
� òåîðåìû î ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñ-

êîãî ðÿäà è ðÿäà ÷èñåë, îáðàòíûõ ê ïðîñòûì,
� òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ëþáîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êâàäðàòîâ
÷åòûð¸õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

� òåîðåìà Áðàóåðà î íåïîäâèæíîé òî÷-
êå,

� òåîðåìû Ñèëîâà,
� äîêàçàííûé Ï.Ë. ×åáûøåâûì ïîñòó-

ëàò Áåðòðàíà, óòâåðæäàþùèé, ÷òî åñëè
n ≥ 2, òî íàéä¸òñÿ ïðîñòîå ÷èñëî  p  òàêîå,
÷òî  n < p < 2n.

Â òî æå âðåìÿ ñâîåé î÷åðåäè æäóò, â ÷à-
ñòíîñòè:

� òåîðåìà î íåðàçðåøèìîñòè â ðàäèêà-
ëàõ óðàâíåíèé âûñøèõ ñòåïåíåé,

� íåçàâèñèìîñòü åâêëèäîâà ïîñòóëàòà î
ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ îò äðóãèõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ àêñèîì,

� íåçàâèñèìîñòü êîíòèíóóì-ãèïîòåçû îò
äðóãèõ àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ,

� âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà, êîòîðóþ äî-
êàçàë Ýíäðþ Óàéëñ (Andrew Wiles),

� òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûå öåíòðàëüíàÿ
ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë,

� òåîðåìà î òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî
ïÿòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ (ïëàòîíî-
âûõ òåë),

� òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñåë  e  è  π.
Ñ òåêóùèì ñòàòóñîì òåîðåì ìîæíî îç-

íàêîìèòüñÿ íà ñàéòå [6].
Îòäåëüíî ÿ õî÷ó îñòàíîâèòüñÿ íà òåîðå-

ìå î ÷åòûð¸õ êðàñêàõ. Êàê èçâåñòíî, îíà
ïåðâîíà÷àëüíî áûëà äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðà, è ïî ýòîé ïðè÷èíå áûëè ñîìíå-
íèÿ � âñ¸ ëè òàì âåðíî. Äîêàçàòåëüñòâî, äàí-
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íîå Êåííåòîì Àïïåëåì (Kenneth Appel) è
Âîëüôãàíãîì Õàêåíîì (Wolfgang Haken), ñî-
ñòîÿëî èç äâóõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ èç íèõ [7] óñ-
òàíàâëèâàëà, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðå-
ìû äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü 1936 ñëó÷àåâ, è
ýòà ÷àñòü ðàáîòû áûëà  ïðîäåëàíà âðó÷íóþ
(àâòîðû óêàçàëè, ÷òî ñî÷ëè ýòî áîëåå ïðî-
ñòûì, ÷åì íàïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðî-
ãðàììû). Âòîðàÿ ÷àñòü [8] äîêàçàòåëüñòâà,
â ðàáîòå íàä êîòîðîé ïðèíÿë ó÷àñòèå ïðî-
ãðàììèñò Äæîí  Êîõ, ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî
êîìïüþòåð ðàçîáðàë êàæäûé èç ýòèõ 1936
ñëó÷àåâ.

 Âïîñëåäñòâèè Íåéë Ðîáåðñîí (Neil Ro-
bertson), Äàíèåëü Ñàíäåðñ (Daniel P. Sanders),
Ïîë Ñåéìóð (Paul Seymour) è Ðîáèí Òîìàñ
(Robin Thomas) [12] ðåøèëè ïðîâåðèòü äî-
êàçàòåëüñòâî Àïïåëÿ�Õàêêåíà. Ýòè ÷åòûðå
àâòîðà ÷åñòíî ñêàçàëè, ÷òî èì îêàçàëîñü ïðî-
ùå íàïèñàòü ñâîþ ïðîãðàììó, ÷åì ðàçáèðàòü-
ñÿ â ïðîãðàììå Àïïåëÿ�Õàêåíà�Êîõà. Â èòî-
ãå íîâûå àâòîðû ñäåëàëè ãîðàçäî áîëüøå:
îíè ïðîâåðèëè íà êîìïüþòåðå è ïåðâóþ, è
âòîðóþ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà. Êðîìå òîãî,
äëÿ âòîðîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà îíè  íàïè-
ñàëè ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ìîæåò ðàñïå÷àòàòü
äîêàçàòåëüñòâî êàæäîãî èç ñëó÷àåâ â âèäå,
êîòîðûé ìîã áû ïðîâåðèòü ÷åëîâåê.

Ó íèõ ïîëó÷èëîñü 633 ñëó÷àÿ, à äëèíà
òåêñòà äëÿ îäíîãî ñëó÷àÿ � ïîðÿäêà 10 òû-
ñÿ÷ ñòðàíèö.

Óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà ñëó÷àåâ íå áûëî
ñàìîöåëüþ, àâòîðû ìîãëè áû ïîëó÷èòü è

ìåíüøåå èõ êîëè÷åñòâî. Âìåñòî ýòîãî àâòî-
ðû ïðåäïî÷ëè èçáåãàòü ñëó÷àåâ, òðåáóþùèõ
ñëîæíîãî ðàçáîðà. Ýòî ïîçâîëèëî èì ïîñò-
ðîèòü àëãîðèòì êâàäðàòè÷íîé ñëîæíîñòè äëÿ
ðàñêðàñêè ëþáîé êàðòû â ÷åòûðå öâåòà (äî-
êàçàòåëüñòâî Àïïåëÿ�Õàêåíà äàâàëî ëèøü
àëãîðèòì ñî ñëîæíîñòüþ  O(n4)).

Ïîÿâëåíèå íîâîãî íåçàâèñèìîãî êîìïü-
þòåðíîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ÷åòûð¸õ
êðàñêàõ ïðèäàëî äîïîëíèòåëüíóþ óâåðåí-
íîñòü â å¸ ñïðàâåäëèâîñòè. Òåì íå ìåíåå,
ñíîâà áûëà èñïîëüçîâàíà ñëîæíàÿ ïðîãðàì-
ìà, ïðè íàïèñàíèè êîòîðîé òàêæå ìîãëà áûòü
äîïóùåíà îøèáêà. Â 2008 ãîäó ïîÿâèëîñü
åù¸ îäíî êîìïüþòåðíîå äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû î ÷åòûð¸õ êðàñêàõ. Îòëè÷èå íîâîãî
äîêàçàòåëüñòâà îò äâóõ ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿ-
ëî â òîì, ÷òî åãî àâòîð Æîðæ Ãîíòüå (George
Gonthier) èñïîëüçîâàë íå ñïåöèàëüíî íàïè-
ñàííóþ ïðîãðàììó, à óíèâåðñàëüíóþ ïðî-
ãðàììó Coq [11], ñïîñîáíóþ ïðîâåðèòü, â
ïðèíöèïå, äîêàçàòåëüñòâî ïðîèçâîëüíîé òå-
îðåìû, âûâîäèìîé èç èñïîëüçóåìîé àêñèî-
ìàòèêè.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, äëÿ òîãî ÷òîáû êîì-
ïüþòåð ìîã ïðîâåðèòü äîêàçàòåëüñòâî, îíî
äîëæíî áûòü èçëîæåíî ñî âñåìè-âñåìè äå-
òàëÿìè, ÷òî íåèçáåæíî äåëàåò òàêèå äîêàçà-
òåëüñòâà î÷åíü äëèííûìè. Ãäå æå â íàøå âðå-
ìÿ ìîæíî ïóáëèêîâàòü ñòîëü ïîäðîáíûå äî-
êàçàòåëüñòâà? Åñòü æóðíàë, êîòîðûé íàçû-
âàåòñÿ «Formalized Mathematics» (ðèñ. 1). Îí
ïåðåñòàë âûõîäèòü â áóìàæíîì âèäå, íî

Ðèñ. 1. Æóðíàë Formalized Mathematics
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Ðèñ. 2. Ñòðàíèöà æóðíàëà Formalized Mathematics
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âûõîäèò â ýëåêòðîííîì âèäå è ðàçìåùåí â
ñâîáîäíîì äîñòóïå â Èíòåðíåòå [3]. Æóðíàë
èçäà¸òñÿ â Ïîëüøå, ãäå ãðóïïà àâòîðîâ óæå
ìíîãî ëåò ðàçðàáàòûâàåò ñèñòåìó äëÿ ïðîâåð-
êè äîêàçàòåëüñòâ «Mizar». Ïðàâèëà ïóáëèêà-
öèè â ýòîì æóðíàëå î÷åíü ïðîñòûå: àâòîð äîë-
æåí ïðåäñòàâèòü òåêñò â ñïåöèàëüíîì ôîð-
ìàòå, è ýòîò òåêñò ïðîâåðÿåò êîìïüþòåð. Åñëè
êîìïüþòåð ïðèçíà¸ò, ÷òî âñ¸ âåðíî, òî äîêà-
çàòåëüñòâî ñîõðàíÿåòñÿ â  áàçå çíàíèé. Êîì-
ïüþòåð òàêæå ãåíåðèðóåò êðàòêèé òåêñò ñ îï-
ðåäåëåíèÿìè è ôîðìóëèðîâêàìè ëåìì è òå-
îðåì, êîòîðûé ïîòîì ïå÷àòàåòñÿ â æóðíàëå.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ïåðâàÿ ñòðàíèöà
ñòàòüè ïðî «Çàêîí 0-1 Êîëìîãîðîâà». Â íà-
÷àëå ñòàòüè èäóò ññûëêè íà ïðåäûäóùèå
ïóáëèêàöèè, èç êîòîðûõ ìîæíî óçíàòü íåîá-
õîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ôîðìóëèðîâêè. Åñëè
êàêàÿ-òî òðåáóåìàÿ ëåììà èëè òåîðåìà îò-
ñóòñòâóåò â áàçå êîìïüþòåðà, òî å¸ íàäî
ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü. Íàïðèìåð, â
ýòîé ñòàòüå ïóíêò (2) ãëàñèò: «äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî  r, òàêîãî, ÷òî  r × r = r, èëè
r = 0, èëè  r = 1». Íèêòî â îáû÷íîé ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòüå òàêîãî ïèñàòü íå áóäåò, íî â
ôîðìàëüíîì äîêàçàòåëüñòâå ýòî íåîáõîäèìî.

Óæå ñåãîäíÿ êîìïüþòåðû ìîãóò ïðîâå-
ðÿòü ôîðìàëèçîâàííûå äîêàçàòåëüñòâà íå-
òðèâèàëüíûõ òåîðåì.

ÏÐÅÄÑÊÀÇÀÍÈÅ

×åðåç 25 ëåò æóðíàëû (åñëè îíè åù¸
áóäóò ñóùåñòâîâàòü) íå áóäóò ïðèíèìàòü
ê ðàññìîòðåíèþ ñòàòüè, íå ñîïðîâîæäàå-
ìûå äîêàçàòåëüñòâàìè, êîòîðûå ìîæåò
ïðîâåðèòü êîìïüþòåð.

Íûíåøíèå ìîëîäûå ëþäè ñìîãóò ÷åðåç
25 ëåò ïðîâåðèòü, ñáóäåòñÿ ëè ìî¸ ïðåäñêà-
çàíèå èëè íåò. Åñëè îíî îêàæåòñÿ âåðíûì,
òî ýòî ðàäèêàëüíî èçìåíèò ñèòóàöèþ ñ ôåð-
ìàòèñòàìè �  îíè ïðîñòî áóäóò íå â ñîñòîÿ-
íèè ïðåäñòàâèòü íóæíûé ôîðìàëüíûé òåêñò.

×òî ìåøàåò âíåäðåíèþ â ïîâñåäíåâíóþ
æèçíü ìàòåìàòèêîâ äîêàçàòåëüñòâ, ïðîâåðÿ-
åìûõ êîìïüþòåðàìè? Çäåñü ìíîãî ãîâîðè-
ëîñü ïðî àêñèîìû, òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâà.
Íî ïðîçâó÷àëî åù¸ îäíî âàæíîå ñëîâî: «ìå-
òîä». Â ìàòåìàòèêå ðàçðàáàòûâàþò ìåòîäû.

Ðàçîáðàòüñÿ, ÷òî òàêîå ìåòîä, î÷åíü íåïðî-
ñòî. Åñëè ÿ äîêàçàë îäíó ëåììó, òî ïðî âòî-
ðóþ ìîãó ïðîñòî ñêàçàòü, ÷òî îíà äîêàçû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îäíàêî ïîêà ÷òî àíàëî-
ãèÿ � âåùü, î÷åíü òðóäíàÿ äëÿ êîìïüþòåðîâ.
Åñëè áóäåò ðàçðàáîòàíà ôîðìàëüíàÿ òåõíè-
êà äîêàçàòåëüñòâ ïî àíàëîãèè, òî ñèòóàöèÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëèçîâàííûõ äîêàçà-
òåëüñòâ èçìåíèòñÿ â ëó÷øóþ ñòîðîíó.

 Äðóãàÿ òðóäíîñòü � íåîáõîäèìîñòü ñî-
çäàíèÿ áîëüøîãî çàäåëà èç îïðåäåëåíèé è
òåîðåì, õðàíÿùèõñÿ  â áàçå çíàíèé êîìïüþ-
òåðà. Ýòî âåñüìà òðóäîåìêàÿ ðàáîòà, íî çäåñü
èìååòñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ. Èíîãäà ðàç-
ðàáîò÷èêàì óäà¸òñÿ ïîëó÷èòü ãðàíò íà ôîð-
ìàëèçàöèþ òîé èëè èíîé êíèãè. Íåêîòîðûå
ìîíîãðàôèè íàïèñàíû äåòàëüíî, íàïðèìåð
íåêîòîðûå êíèãè Ýäìóíäà Ëàíäàó (Edmund
Landau),  è òîãäà ýòî íå î÷åíü òðóäíàÿ ðàáî-
òà, ôîðìàëèçàöèÿ äðóãèõ êíèã áûâàåò íàìíî-
ãî ñëîæíåå.

 Â ðàçâèòèå ðàçãîâîðà ïðî ôîðìàëüíûå
äîêàçàòåëüñòâà ÿ õî÷ó ðàññêàçàòü íåêîòîðûå
äðóãèå âåùè, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííî íå
çàòðàãèâàþò ðàáîòó ìàòåìàòèêîâ, íî òîæå
ìîãóò áûòü èì èíòåðåñíû � ïðî âçãëÿä íà
äîêàçàòåëüñòâà â èíôîðìàòèêå.

ß íà÷íó ñî ñëó÷àÿ, êîòîðûé ïðîèçîø¸ë ñ
îäíèì ìîèì êîëëåãîé åù¸ â ñîâåòñêèå âðå-
ìåíà. Îí ïðèõîäèò â ìàãàçèí è âèäèò íîâóþ
êíèãó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ «Òåîðèÿ äîêàçà-
òåëüñòâ». Ìîé êîëëåãà â øîêå. Ïî÷åìó? Îí
ñëåäèò ïî êàòàëîãàì, ÷òî âûéäåò íîâîãî, è
äà¸ò ðåêîìåíäàöèè ïî çàêóïêå êíèã â áèá-
ëèîòåêó, à òóò âûøëà êíèãà ïî åãî ïðÿìîé
ñïåöèàëüíîñòè, íî îí îá ýòîé êíèãå íå çíàë.
Íàïîìèíàþ, ÷òî ýòî áûëî â ñîâåòñêèå âðå-
ìåíà, êîãäà â ìàãàçèíàõ íå áûëî ñâîáîäíîãî
äîñòóïà ê êíèãàì, èõ îòäåëÿë îò  ïîêóïàòå-
ëåé ïðèëàâîê. Ìîé êîëëåãà  ïðîñèò ïðîäàâ-
öà ïîêàçàòü åìó êíèãó è  âèäèò, ÷òî ó íàçâà-
íèÿ åñòü íàáðàííûé áîëåå ìåëêèì øðèôòîì
ïîäçàãîëîâîê. Ïîëíîå íàçâàíèå:

ÒÅÎÐÈß
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂ

 â ãðàæäàíñêèõ è
 óãîëîâíûõ ïðîöåññàõ
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 Ýòî áûë ó÷åáíèê äëÿ ñòóäåíòîâ-þðèñ-
òîâ. Êàê âèäèòå,  ó íèõ òîæå åñòü äîêàçàòåëü-
ñòâà. ×åì æå èõ äîêàçàòåëüñòâà îòëè÷àþòñÿ
îò äîêàçàòåëüñòâ â ìàòåìàòèêå?

 Êîãäà ìàòåìàòèê äîêàçûâàåò òåîðåìó,
îí ïåðâûì äåëîì äîêàçûâàåò å¸ äëÿ êîãî? �
äëÿ ñåáÿ. Êîãäà ìàòåìàòèê ïðîâåðèë äîêà-
çàòåëüñòâî, îí ìîæåò ïîêàçàòü åãî äðóãîìó
ìàòåìàòèêó, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ìî-
æåò  ïîêàçàòü äîêàçàòåëüñòâî òðåòüåìó, è
òàê äàëåå.

Â èíôîðìàòèêå ïðèäóìàëè òàê íàçûâàå-
ìûå èíòåðàêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà1, êî-
òîðûå ñêîðåå ïîõîæè íà äîêàçàòåëüñòâà â
þðèñïðóäåíöèè. Òàì, ÷òîáû äîêàçûâàòü ñó-
äüå, ÷òî îáâèíÿåìûé íåâèíîâåí, àäâîêàòó
âîâñå íå îáÿçàòåëüíî âåðèòü, ÷òî åãî ïîäçà-
ùèòíûé äåéñòâèòåëüíî íåâèíîâåí. Çàäà÷à

àäâîêàòà � óáåäèòü êîíêðåòíîãî ÷åëîâåêà â
íåâèíîâíîñòè äðóãîãî ÷åëîâåêà. Ýòî äîêà-
çàòåëüñòâî ïî ïðèíöèïó «ß âàì äîêàæó». È
îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîäîáíûé ïðèíöèï ìîæíî
ââåñòè è â èíôîðìàòèêå.

 Ñåé÷àñ ÿ õî÷ó ïðîäåìîíñòðèðîâàòü òà-
êîå «óáåäèòåëüñòâî».

 Êàê âû ïîíèìàåòå, ÿ íå ìîãó îäèí ïðî-
âåñòè èíòåðàêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîýòî-
ìó ó ìåíÿ áóäåò ñîäîêëàä÷èê èç ÷èñëà ñëó-
øàòåëåé2. ß õî÷ó äîêàçàòü åìó  ïðîñòóþ òå-
îðåìó: âåðøèíû ìîåãî ãðàôà  ìîæíî ïðà-
âèëüíûì îáðàçîì ðàñêðàñèòü â òðè öâåòà.

(Äîêëàä÷èê êëàä¸ò íà ñëàéä-ïðîåêòîð
èçîáðàæåíèå ãðàôà, ñì. ðèñ. 3).

Íàïîìíþ, ÷òî ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðà-
âèëüíîé, åñëè êîíöû êàæäîãî ðåáðà îêðàøå-
íû ïî-ðàçíîìó.

Êîíå÷íî, ÿ ìîã áû ïðîñòî ïðåäúÿâèòü
âñåì âàì òàêóþ ðàñêðàñêó. ß äåéñòâèòåëüíî
ïîêàæó å¸, íî òîëüêî çàëó, ïðîøó ñîäîêëàä-
÷èêà íå ñìîòðåòü íà ýêðàí.

(Ñîäîêëà÷èê âñòà¸ò ñïèíîé ê ýêðàíó).
Âîò òðåáóåìàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà

ãðàôà.
(Äîêëàä÷èê ìåíÿåò ñëàéä, ñì. ðèñ. 4).
Çäåñü òðè  öâåòà  îáîçíà÷åíû áóêâàìè X,

Y, Z. Ìû ìîæåì ýòèì áóêâàì ïîñòàâèòü âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ðåàëü-
íûå öâåòà, ñêàæåì,  êðàñíûé, æ¸ëòûé è çå-
ë¸íûé.

Ñóùåñòâóåò 6 ñïîñîáîâ ýòî ñäåëàòü. ß
áðîñàþ êóáèê, âûáèðàþ ñëó÷àéíûì îáðàçîì
îäíî èç 6 âîçìîæíûõ ñîîòâåòñòâèé:

X � êðàñíûé,
Y � æ¸ëòûé,
Z � çåë¸íûé,

è ïîëó÷àþ ñëåäóþùóþ ðàñêðàñêó (ñì.
ðèñ. 5).

ß, îäíàêî, íå õî÷ó ïîêàçûâàòü ýòó ðàñ-
êðàñêó ìîåìó ñîäîêëàä÷èêó.

(Äîêëàä÷èê  íàêðûâàåò âåðøèíû ìîíå-
òàìè, ñì. ðèñ. 6).

Òåïåðü ÿ ïðîøó ñîäîêëàä÷èêà ïîñìîò-
ðåòü íà ýêðàí è ïðåæäå âñåãî óáåäèòüñÿ â
òîì, ÷òî ýòî òîò ñàìûé ãðàô, ïðî êîòîðûé ÿ

Ðèñ. 3. Ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî
íàäî ðàñêðàñèòü

1 Ïî-àíãëèéñêè «interactive proof»; ÿ ïðåäëàãàë â êà÷åñòâå ðóññêîãî àíàëîãà èñïîëüçîâàòü óáåäèòåëüñòâî, íî
ýòîò òåðìèí ïîêà íå ïðèæèëñÿ.

2 Òðàäèöèîííî â àíãëèéñêîé ëèòåðàòóðå ó÷àñòíèêè èíòåðàêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà íàçûâàþòñÿ «prover» è
«verifier».

Ðèñ.  4. Àáñòðàêòíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà
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óòâåðæäàë, ÷òî îí èìååò ïðàâèëüíóþ ðàñ-
êðàñêó âåðøèí â 3 öâåòà.

Ñîäîêëàä÷èê: «Äà, ýòî òîò ñàìûé ãðàô».
ß ñïðàøèâàþ ñîäîêëàä÷èêà: «Âåðèòå ëè

âû, ÷òî ìîíåòàìè çàêðûòà ïðàâèëüíàÿ ðàñ-
êðàñêà ãðàôà?»

Ñîäîêëàä÷èê: «Ïîêà íå î÷åíü».
ß ïðåäëàãàþ ñîäîêëàä÷èêó: «Äàâàéòå  ÿ

Âàì ïîêàæó ðàñêðàñêó äâóõ êîíöîâ îäíîãî,
êàêîãî-óãîäíî, ðåáðà, íà Âàø âûáîð?»

Ñîäîêëàä÷èê óêàçûâàåò ðåáðî, äîêëàä-
÷èê ñíèìàåò ìîíåòû, ïîêðûâàþùèå åãî êîí-
öû, è âñå âèäÿò, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî îê-
ðàøåíû ïî-ðàçíîìó � â çåë¸íûé è  êðàñíûé
öâåòà, ñì. ðèñ. 7).

ß ñíîâà ñïðàøèâàþ ñîäîêëàä÷èêà: «Òå-
ïåðü-òî Âû âåðèòå, ÷òî ìîíåòàìè çàêðûòà
ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà?»

Ñîäîêëàä÷èê: «Åø¸ íåò. ß âèäåë öâåòà
êîíöîâ òîëüêî îäíîãî ðåáðà, è õîòåë áû ïðî-
âåðèòü è äðóãèå ð¸áðà».

 ß ãîòîâ íà ýòî, íî ïðîøó ñîäîêëàä÷èêà
ñíîâà îòâåðíóòüñÿ îò ýêðàíà, ñíîâà êèäàþ

êóáèê, âûáèðàþ íîâîå ñîîòâåòñòâèå öâåòîâ
áóêâàì X, Y, Z:

X � æ¸ëòûé,
Y � çåë¸íûé,
Z � êðàñíûé,

è ïîëó÷àþ íîâóþ ðàñêðàñêó (ñì. ðèñ. 8).
Äîêëàä÷èê ñíîâà íàêðûâàåò âåðøèíû

ìîíåòàìè, ñì. ðèñ. 6.
ß îïÿòü ïðåäëàãàþ ñîäîêëàä÷èêó ïðîâå-

ðèòü, ÷òî ãðàô íå èçìåíèëñÿ, è ñíîâà âûá-
ðàòü ëþáîå ðåáðî.

Ñîäîêëàä÷èê óêàçûâàåò äðóãîå ðåáðî,
äîêëàä÷èê ñíèìàåò ìîíåòû, ïîêðûâàþùèå
åãî êîíöû, è âñå ñíîâà âèäÿò, ÷òî îíè äåé-
ñòâèòåëüíî îêðàøåíû ïî-ðàçíîìó � â êðàñ-
íûé è æ¸ëòûé öâåòà (ðèñ. 9).

ß ñíîâà ñïðàøèâàþ ñîäîêëàä÷èêà: «Íó
à òåïåðü-òî Âû âåðèòå, ÷òî ìîíåòàìè çàêðû-
òà ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà?»

Ñîäîêëàä÷èê: «Âñ¸ åù¸ íåò. ß ñíîâà
âèæó öâåòà êîíöîâ  òîëüêî îäíîãî ðåáðà, è
ïðè ýòîì ÿ íå ìîãó áûòü óâåðåí, ÷òî ñåé÷àñ

Ðèñ. 5. Êîíêðåòíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Ðèñ. 6. Ðàñêðàñêà ãðàôà ñêðûòà

Ðèñ. 7. Ðàñêðàñêà êîíöîâ îäíîãî ðåáðà Ðèñ. 8. Íîâàÿ êîíêðåòíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà
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êîíöû òîãî ðåáðà, êîòîðîå ÿ âûáèðàë ðàíåå,
ïî-ïðåæíåìó ðàñêðàøåíû ïî-ðàçíîìó»

ß ñîãëàñåí ïîâòîðèòü âñþ ïðîöåäóðó,
âêëþ÷àþùóþ áðîñàíèå êóáèêà, åù¸ ìíîãî
ðàç. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî òàêîå ïî-
âòîðåíèå áåñïîëåçíî: â êàæäîì ðàóíäå ñî-
äîêëàä÷èê âèäèò ðàñêðàñêó êîíöîâ òîëüêî
îäíîãî ðåáðà è íå ìîæåò ïðîâåðèòü, ÷òî ïðà-
âèëüíîñòü ðàñêðàñêè íå íàðóøàåòñÿ ãäå-
ëèáî â äðóãîì ìåñòå.

Äåéñòâèòåëüíî, íà òàêîì ïóòè íèêîãäà
íå óäàñòñÿ ïîëó÷èòü äîêàçàòåëüñòâî, à âîò
«óáåäèòåëüñòâî» ïîëó÷èòü ìîæíî.

 Ïóñòü â ãðàôå áûëî  n  ð¸áåð, è äîïóñ-
òèì, ÷òî îí íå èìååò ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè.
Òîãäà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ýòîãî çà

îäèí ðàóíä íå ìåíüøå, ÷åì 
n

1
, åñëè âñå ð¸á-

ðà âûáèðàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñòüþ.
Ñîîòâåòñòâåííî, âåðîÿòíîñòü îáìàíà íå

áîëüøå, ÷åì 1 � 
n

1
 â îäíîì  ðàóíäå, è íå

áîëåå, ÷åì 
m

n





 − 1
1 , åñëè áûëî ïðîâåäåíî

m  ðàóíäîâ. Íàïðèìåð, åñëè   m = 1000n, òî

âåðîÿòíîñòü îáìàíà áóäåò íå áîëüøå, ÷åì

1000
1000

1
1
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 − e

n
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.

 Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå  1000n  öèêëîâ ó
ñîäîêëàä÷èêà  áóäåò âûáîð ìåæäó äâóìÿ àëü-
òåðíàòèâàìè: èëè ïîâåðèòü â ñóùåñòâîâàíèå
ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêè, èëè ïðèçíàòü, ÷òî îí
ñòàë ñâèäåòåëåì ñîáûòèÿ ñ íè÷òîæíî ìàëîé
âåðîÿòíîñòüþ.

 Ýòî áûë îäèí èç ïðîñòåéøèõ  ïðèìåðîâ
èíòåðàêòèâíîãî äîêàçàòåëüñòâà.

Â í¸ì åñòü òàêîé àñïåêò, êîòîðûé íàçû-
âàåòñÿ íóëåâîå çíàíèå. ß, âðîäå áû, óáåäèë
ñîäîêëàä÷èêà, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìîãî ãðà-
ôà èìååòñÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà. Íî ÷òî
êîíêðåòíî îí óçíàë îò ìåíÿ? Äëÿ íåêîòîðûõ,
áûòü ìîæåò, äàæå äëÿ âñåõ ð¸áåð îí óçíàë,
÷òî åñòü ðàñêðàñêè, â êîòîðûõ êîíöû ýòèõ
ð¸áåð îêðàøåíû â òàêèå-òî êîíêðåòíûå öâå-
òà. Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ðàñêðàñîê
ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ êàêîé-
òî ðàñêðàñêè, èáî ìû âñåãäà ìîæåì ïðèìå-
íèòü ïåðåñòàíîâêó öâåòîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ÿ ñîîáùèë ñîäîêëàä÷èêó ðîâíî îäèí áèò èí-
ôîðìàöèè � òî, ÷òî ãðàô èìååò ðàñêðàñêó,
íî íå ñîîáùèë áîëüøå íè÷åãî.

 Ýòî áûëî èíòóèòèâíîå îáúÿñíåíèå, ïî-
÷åìó â äàííîì ñëó÷àå èìåëî ìåñòî íóëåâîå
çíàíèå. Äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ íàäî äàòü
îïðåäåëåíèå ýòîìó ïîíÿòèþ. Îäíàêî äëÿ
íà÷àëà ñïðîñèì ñåáÿ � çà÷åì âîîáùå áûë
íóæåí äèàëîã? Äåéñòâèòåëüíî, ãðàô êîíå-
÷åí, è ìîé ñîàâòîð ìîã áû ñàì óñòàíîâèòü,
ñóùåñòâóåò ëè òðåáóåìàÿ ðàñêðàñêà, íàïðè-
ìåð, ïóò¸ì ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ ñïîñîáîâ
îòîáðàçèòü ìíîæåñòâî âåðøèí â ìíîæåñòâî
öâåòîâ. Äëÿ ñêîëüêî-íèáóäü çíà÷èòåëüíîãî
êîëè÷åñòâà âåðøèí òàêîé ïåðåáîð íåâîçìî-
æåí íà ñàìûõ ìîùíûõ ñîâðåìåííûõ êîìïü-
þòåðàõ, è, ê ñîæàëåíèþ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ
íåèçâåñòíî ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâíûõ
ìåòîäîâ ðàñêðàñêè ãðàôîâ (ýòà ïðîáëåìà ÿâ-
ëÿåòñÿ NP-ïîëíîé).

 Ôîðìàëüíî äîêàçàòåëüñòâîì ìîæíî ñ÷è-
òàòü ëþáîé îáúåêò, ïîäòâåðæäàþùèé èñòèí-
íîñòü òåîðåìû, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðîâåðèòü
ýòî ìîæíî áûñòðî.

 Â èíôîðìàòèêå åñòü ãðóáîå, íî óäîáíîå
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äåëåíèå àëãîðèòìîâ íà
áûñòðûå è ìåäëåííûå � âðåìÿ ðàáîòû ïåð-
âûõ îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò äëèíû âõîä-
íûõ äàííûõ. Â ýòîì ñìûñëå ôðàçà «Ñëåäóåò
èç àêñèîì», ìàòåìàòè÷åñêè âåðíàÿ, íå ìîæåò
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äîêàçàòåëüñòâî.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå íóëåâîãî çíàíèÿ
îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè âðåìåíè ðàáîòû ëþ-
áîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóþùåãî ñîäåðæàíèå
äèàëîãà, ñî âðåìåíåì ðàáîòû íåêîòîðîãî
àëãîðèòìà, ðàáîòàþùåãî áåç òàêîé ïîäñêàç-

Ðèñ. 9. Ðàñêðàñêà êîíöîâ åù¸ îäíîãî ðåáðà
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êè. Â ñëó÷àå, êîãäà âðåìÿ ñîêðàùàåòñÿ íåñó-
ùåñòâåííî (ïîëèíîìèàëüíî), è ãîâîðÿò ïðî
äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëåâûì çíàíèåì. Â ÷àñò-
íîñòè, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî, êàêîâ áû íè áûë
àëãîðèòì, íàõîäÿùèé ðàñêðàñêó ãðàôà, çíà-
þùèé è ñàì ãðàô, è ïðîòîêîë äèàëîãà, ïðî-
èçîøåäøåãî âî âðåìÿ óáåäèòåëüñòâà, èìååò-
ñÿ äðóãîé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ðàñêðàñêó
ëþáîãî ãðàôà, çíàÿ òîëüêî åãî, è ðàáîòàþ-
ùèé ëèøü ïîëèíîìèàëüíî ìåäëåííåå.

Èíòåðàêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëå-
âûì çíàíèåì � ýòî äåéñòâèòåëüíî äîêàçà-
òåëüñòâî ïî ïðèíöèïó «ß Âàì äîêàæó». Â
ñàìîì äåëå, ìîé ñîäîêëàä÷èê, áóäó÷è ñàì
óáåæä¸í â ñóùåñòâîâàíèè ðàñêðàñêè, íå èìå-
åò ñðåäñòâ óáåäèòü êîãî-ëèáî òðåòüåãî. Ýòî
ñâîéñòâî òàêèõ äîêàçàòåëüñòâ íàõîäèò ïðè-
ìåíåíèå â êðèïòîãðàôèè.

 Ïî÷åìó ÿ èñïîëüçîâàë äëÿ èíòåðàêòèâ-
íîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëàéä-ïðîåêòîð, à íå
êîìïüþòåð?

ß ìîã áû ïîêàçàòü òî æå ñàìîå, ÷òî âû
âèäåëè íà ýêðàíå, èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð è
áèìåð, íî ýòî íå áûëî áû óáåäèòåëüñòâîì
äëÿ ìîåãî ñîäîêëàä÷èêà. Äåéñòâèòåëüíî,
äàæå åñëè ãðàô íå èìååò ïðàâèëüíîé ðàñ-
êðàñêè, ëåãêî íàïèñàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ
áóäåò ïîêàçûâàòü ðàçíûå öâåòà ó êîíöîâ
ëþáîãî êîíêðåòíîãî ðåáðà. Óáåäèòåëüíàÿ
ñèëà äèàëîãà áûëà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî ïîñ-
ëå òîãî êàê ÿ ïîëîæèë ñëàéä  íà ïðîåêòîð, ÿ
íå ìîãó ïîìåíÿòü ðàñêðàñêó âåðøèí.

 Ñðàçó âîçíèêàåò âîïðîñ: à  ìîæíî ëè
ïðîâåñòè «óáåäèòåëüñòâî» ïî òåëåôîíó
èëè ïî Èíòåðíåòó? Îêàçàëîñü, ÷òî ýòî âîç-
ìîæíî.

 ß ïðèâ¸ë ïðèìåð ñ ðàñêðàñêîé, íî ñðàçó
âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå åù¸ òåîðåìû ìîæ-
íî òàê äîêàçûâàòü? Åñòü î÷åíü êðàñèâûå ïðè-
ìåðû ïðî èçîìîðôèçì ãðàôîâ è íåèçîìîð-
ôèçì ãðàôîâ. Â êîíå÷íîì èòîãå áûëî ïîëó-
÷åíî îïèñàíèå âñåãî êëàññà óòâåðæäåíèé,
äîïóñêàþùèõ èíòåðàêòèâíûå äîêàçàòåëü-
ñòâà ñ íóëåâûì çíàíèåì.  Â ÷àñòíîñòè, â ýòîò
êëàññ ïîïàäàþò âñå ôîðìàëèçîâàííûå äîêà-
çàòåëüñòâà â ëþáîé ëîãè÷åñêîé ñèñòåìå. Òåì
ñàìûì, ìîæíî äîêàçûâàòü òåîðåìû, íå äà-
âàÿ íèêàêîãî çíàíèÿ î òîì, êàê òåîðåìà äî-
êàçàíà, à òîëüêî óáåæäàÿ ïðîâåðÿþùåãî, ÷òî
òåîðåìà âåðíà.

 Â çàêëþ÷åíèå óïîìÿíó åù¸ îäèí ðåçóëü-
òàò, ïîëó÷åííûé â èíôîðìàòèêå. Äîêàçàòåëü-
ñòâî â ëþáîé ôîðìàëüíîé ñèñòåìå ìîæåò
áûòü ïðåîáðàçîâàíî â äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî
òîãî æå óòâåðæäåíèÿ ñ íå áîëåå ÷åì ïîëè-
íîìèàëüíûì óâåëè÷åíèåì êàê åãî äëèíû, òàê
è âðåìåíè ïðîâåðêè. Ïðè ýòîì íîâîå äîêà-
çàòåëüñòâî áóäåò îáëàäàòü åù¸ îäíèì î÷åíü
èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì. Äëÿ íåãî ñóùåñòâó-
åò ñåðèÿ òåñòîâ, äëÿ âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî çíàòü ëèøü íåáîëüøîå
êîëè÷åñòâî áèòîâ, ñïåöèàëüíûì ñïîñîáîì
âûáèðàåìûõ èç çàïèñè äîêàçàòåëüñòâà â âèäå
ñòðîêè èç 0 è 1. Åñëè âñå òåñòû ïðîõîäÿò, òî
äîêàçàòåëüñòâî âåðíî. Íî åñëè äîêàçàòåëü-
ñòâî ñîäåðæèò îøèáêó, òî ýòî îáíàðóæèòñÿ
íå ìåíåå, ÷åì ïîëîâèíîé òåñòîâ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ïðîäåëàâ, ñêàæåì, 1000 âûáðàííûõ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì òåñòîâ, ìû áóäåì ñòî-
ÿòü ïåðåä äèëåììîé: èëè ïîâåðèòü, ÷òî äî-
êàçàòåëüñòâî âåðíî, èëè ïðèçíàòü, ÷òî ìû
íàáëþäàëè ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî
íå áîëåå 2�1000 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ýòà
îöåíêà âåðîÿòíîñòè íå çàâèñèò îò äëèíû
äîêàçàòåëüñòâà, òî åñòü âîîáùå ãîâîðÿ åãî
íå íóæíî ÷èòàòü ïîëíîñòüþ). Òàêèå äîêàçà-
òåëüñòâà áûëè íàçâàíû ãîëîãðàôè÷åñêèìè.

Òðàäèöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî â ìàòåìà-
òèêå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ãðóç, âèñÿùèé
íà öåïî÷êå. Îäíî çâåíî ñëàáîå � è âñ¸ äîêà-
çàòåëüñòâî ðóøèòñÿ. Â ñëó÷àå æå ãîëîãðàôè-
÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ îøèáêà íå ìîæåò áûòü
ëîêàëèçîâàíà â îäíîì ìåñòå, îíà îáÿçàòåëü-
íî «ðàçìàçàíà» ïî âñåìó òåêñòó.

ÄÈÑÊÓÑÑÈß
ÏÎ  ÎÊÎÍ×ÀÍÈÈ  ÄÎÊËÀÄÀ

Âîïðîñ. Íå ïåðåíåñóòñÿ ëè ïðîáëåìû,
ñâîéñòâåííûå îáû÷íûì äîêàçàòåëüñòâàì, íà
äîêàçàòåëüñòâà, ïðîâåðÿåìûå ñ ïîìîùüþ
íîâûõ ìåòîäîâ? Ïðàâèëà ôîðìàëèçàöèè óò-
âåðæäåíèé âåäü ïèøóòñÿ â òåõ æå óñëîâèÿõ,
â êîòîðûõ ïèøóòñÿ äîêàçàòåëüñòâà. Çäåñü
òîæå ïîòðåáóåòñÿ, íàïðèìåð, íà÷àëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ, íåÿâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, êîòî-
ðûì ìû äîâåðÿåì.

Äîêëàä÷èê. Íàïðèìåð, ÿ ãîâîðèë î ïðî-
âåðêå ïðîáëåìû ÷åòûð¸õ êðàñîê íà êîìïüþ-



Ìàòèÿñåâè÷ Þ.Â.

22 © ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ  ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÛ  Â  ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÈ.  ¹ 6,  2012  ã.

òåðå. Àâòîðû ÷åñòíî íàïèñàëè, ÷òî ïðîâåðè-
ëè âñ¸, êðîìå îäíîé âåùè: îíè íå ïðîâåðè-
ëè ïðàâèëüíîñòü êîìïèëÿòîðà. Îíè íàïèñà-
ëè ïðîãðàììó íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ è
ïîâåðèëè, ÷òî êîìïèëÿòîð ïðàâèëüíî ïåðå-
â¸ë. Íåêîãäà ôèðìà Intel âûïóñòèëà ïðîöåñ-
ñîð, èçðåäêà äåëàâøèé îøèáêó ïðè äåëåíèè.
Ïîñëå å¸ îáíàðóæåíèÿ íåêîòîðûå àâòîðû
ñòàëè äåëàòü â ñâîèõ ñòàòüÿõ ïðèìå÷àíèÿ:
«Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíû ñ ïðèìåíåíèåì
ïðîöåññîðà Intel». Òåì ñàìûì, àâòîðû ñíè-
ìàëè ñ ñåáÿ îòâåòñòâåííîñòü çà ïðàâèëü-
íîñòü.

Äà, åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî ó íàñ íåïðà-
âèëüíûé ïðîöåññîð èëè ÷òî ïðîãðàììà ïðî-
âåðêè íàïèñàíà ñ îøèáêîé. Â ýòîì è ñîñòî-
èò öåííîñòü óíèâåðñàëüíîé ïðîãðàììû � îíà
íàïèñàíà íà âñå ñëó÷àè æèçíè, è åñëè â íåé
åñòü îøèáêè, òî îíè äîëæíû äîâîëüíî ñêî-
ðî âûÿâèòüñÿ. Åñëè ïðîãðàììà ìíîãî ðàç
èñïûòàíà íà ðàçíûõ ïðèìåðàõ, ýòî äà¸ò áóëü-
øóþ óáåæä¸ííîñòü, ÷òî âñ¸ âåðíî. Íàäåæ-
íåå èñïîëüçîâàòü îäíó ìíîãîêðàòíî ïðîâå-
ðåííóþ ñèñòåìó, ÷åì ïðîãðàììó, íåäàâíî
íàïèñàííóþ äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé êîíêðåòíîé
çàäà÷è. À àêñèîìàòèêà è ïðàâèëà âûâîäà íå
ìåíÿþòñÿ íèêîãäà.

Âîïðîñ. Åù¸ ïðî îøèáêè â ïðîöåññîðå �
ìîæåò áûòü, êòî-òî ñïåöèàëüíî ñäåëàë «çàê-
ëàäêó», îøèáî÷íî âû÷èñëÿþùóþ òî èëè
èíîå ÷èñëî, íàïðèìåð, ïðîèçâåäåíèå äâóõ
÷èñåë? Â íàøåì ðàññóæäåíèè âàæíóþ ðîëü
èãðàåò âåðà � ýòî ñëîâî îäíîêîðåííîå ñî ñëî-
âàìè «ïðîâåðêà», «óâåðåííîñòü».

 Äîêëàä÷èê. Ôèðìà Intel çíàëà îá îøèá-
êå, íî ñêðûâàëà îò îáùåñòâåííîñòè, íå æå-
ëàÿ ïîðòèòü ñâîé èìèäæ è âåðÿ â òî, ÷òî
îøèáêó íèêòî íèêîãäà íå íàéä¸ò. Äåéñòâè-
òåëüíî, âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íîãî ðåçóëüòàòà
áûëà î÷åíü ìàëà, åñëè ïîëàãàòü, ÷òî âñå àð-
ãóìåíòû îïåðàöèè ðàâíîâåðîÿòíû. Ñîòðóä-
íèêè Intel íå ó÷ëè îäíàêî, ÷òî â äàííîì ñëó-
÷àå îøèáêè êîíöåíòðèðîâàëèñü âîêðóã î÷åíü
ñïåöèàëüíûõ ÷èñåë � ïðè äåëåíèè íà ÷èñëà,
êîòîðûå ÷óòü-÷óòü ìåíüøå, ÷åì  5, 10, 15, 20
èëè 25. Íî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ â õîäå âû-
÷èñëåíèé ÷èñëà âèäà 4,999999, åñëè èñòèí-
íîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì 5,
î÷åíü âåëèêà, è îøèáêà áûëà îáíàðóæåíà.

 Åñëè âû íå âåðèòå â ïðàâèëüíîñòü ïðî-
öåññîðà èëè êîìïèëÿòîðà, òî ìîæåòå çàñòà-
âèòü ìàøèíó  äåëàòü äîïîëíèòåëüíóþ ðàáî-
òó ïî ñàìîïðîâåðêå. Íàïðèìåð, åñëè âàì

íàäî íàéòè ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë ba × ,
òî âû ìîæåòå ïîðîäèòü ñëó÷àéíûå öåëûå
÷èñëà  r1, ..., rn, s1, ..., sn,   âû÷èñëèòü

 ( ) ( ) 111111 srrbsasbra ×−×−×−+×+
 ...................................................

 ( ) ( ) nnnnn srrbsasbra ×−×−×−+×+ 1

è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ÷èñëà äðóã ñ äðóãîì.
Î÷åíü òðóäíî ïðåäñòàâèòü îøèáêó â ïðîöåñ-
ñîðå, êîòîðàÿ âñåãäà ïðèâîäèëà áû ê îäèíà-
êîâûì ÷èñëàì, íî èíîãäà íå ðàâíûì èñòèí-
íîìó ïðîèçâåäåíèþ ba× .

 Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ óâåëè÷åíèÿ íàä¸æ-
íîñòè ìîæíî êàê ðàç èñïîëüçîâàòü ãîëîãðà-
ôè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà � ìàëîìîùíûé, íî
íàä¸æíûé êîìïüþòåð ìîæåò ïðîâåðèòü âû-
÷èñëåíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðà, íå áóäó÷è â ñî-
ñòîÿíèè âûïîëíèòü èõ ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âîïðîñ. Ñåé÷àñ íàä¸æíîñòü âû÷èñëåíèé
íà êîìïüþòåðå âûøå, ÷åì íàä¸æíîñòü âû-
÷èñëåíèé âðó÷íóþ, ãäå, íàïðèìåð, ñêîáî÷-
êè íå òàê ðàññòàâëåíû. Åù¸ äîëæíî áûòü
äîâåðèå ê àëãîðèòìàì, êîòîðûå èñïîëüçóþò-
ñÿ. Ìíîãèå çíàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò íåñêîëü-
êî êîíêóðèðóþùèõ ñèñòåì � Maple, Mathe-
matica è äðóãèå,  ïðîèçâîäÿùèõ âû÷èñëåíèÿ
âûñîêîãî óðîâíÿ, êîòîðûå íåëüçÿ ñ÷èòàòü
âû÷èñëåíèÿìè â ïðèâû÷íîì ñìûñëå è êîòî-
ðûå ñêîðåå íàïîìèíàþò äîêàçàòåëüñòâî òå-
îðåìû. È åñòü äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíûé àë-
ãîðèòì èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèé. Ïî ôóíê-
öèè îí èëè ñîîáùàåò, ÷òî îíà íå èíòåãðèðó-
åìà, èëè âûäà¸ò ðåçóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ.
Êîãäà ýòîò àëãîðèòì ïîÿâèëñÿ, ñðàâíèâàëèñü
âîçìîæíîñòè ðàçíûõ ñèñòåì. È ïîÿâëÿëèñü
ñîîáùåíèÿ, íàïðèìåð, î òîì, ÷òî îäíà ñðåäà
èíòåãðèðóåò, à äðóãàÿ ñîîáùàåò, ÷òî ôóíê-
öèÿ íå èíòåãðèðóåìà. Òî åñòü êîìïüþòåðíûì
âû÷èñëåíèÿì äîâåðÿòü ìîæíî, íî õîòÿ áû
íà òåîðåòè÷åñêîì óðîâíå ìû äîëæíû îñòà-
âèòü ýëåìåíò âåðû. Òàê æå êàê ìû âåðèì â
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü àðèôìåòèêè, ÷òîáû
îáîñíîâàòü íåïðîòèâîðå÷èâîñòü îñòàëüíûõ
ñèñòåì àêñèîìàòèêè.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî: â÷åðà, ñåãîäíÿ, çàâòðà

Äîêëàä÷èê. Âîïðîñ, êîòîðûé ìû ïîêà íå
îáñóæäàëè, � çà÷åì íóæíû ôîðìàëèçîâàí-
íûå äîêàçàòåëüñòâà? Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïî-
òåíöèàëüíûõ ïðèëîæåíèé áûëî ïðåäëîæå-
íî èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ïðîâåðêè âû÷èñëå-
íèé â ñèñòåìàõ òèïà Mathematica è Maple.
×òîáû îíè íå ïðîñòî äàâàëè îòâåò, à äàâàëè
îòâåò â ôîðìå, êîòîðóþ ìîæíî ïðîâåðèòü
ëþáîé ñèñòåìîé.

Âîïðîñ. Âû ãîâîðèëè î ïðàâèëàõ ïðèíÿ-
òèÿ ñòàòåé â ïîëüñêèé æóðíàë. Íî êîãäà ìû
ãîâîðèì îá îöåíêå òåêñòà, òî ïðîâåðêà ÷àñ-
òî ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå àìåðèêàíñêîãî
ÿçûêà, à îí çíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò áðè-
òàíñêîãî. Ïðè ýòîì â Ðîññèè ó÷àò êàê ðàç
áðèòàíñêèé âàðèàíò. Êàê âû îòíîñèòåñü ê
êîìïüþòåðíîé ïðîâåðêå òåêñòà, ïîñêîëüêó
çäåñü âîçìîæíî íå âïîëíå òî÷íîå ïîíèìà-
íèå?

Äîêëàä÷èê. Ïî íûíåøíèì ïðàâèëàì àâ-
òîð äîëæåí ïðåäñòàâèòü ñòàòüþ íà ôîðìàëü-
íîì ÿçûêå, êîòîðûé íå èìååò ïðÿìîãî îòíî-
øåíèÿ ê æèâûì ÿçûêàì. Ýòî ôîðìàëèçîâàí-
íûé ÿçûê. À óæå íà åãî îñíîâå ñèñòåìà ãå-
íåðèðóåò àíãëèéñêèé òåêñò ïî ïðàâèëàì:
«ðàññìîòðèì» è ò. ä.

Âîïðîñ. ×åì áóäóò çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòè-
êè, åñëè áóäåò ïðèíÿòî ðåøåíèå î äîïîëíå-
íèè îáû÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ ôîðìàëèçîâàí-
íûìè?

Äîêëàä÷èê. Ýòî íåïðîñòîé âîïðîñ � ÷åì
áóäóò çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêè. Åñòü òàêîå
ìíåíèå, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî íàóêà ìîëî-
äûõ ëþäåé, à ëþäè ñòàðøåãî âîçðàñòà ìîãóò
ñîçäàâàòü ôóíäàìåíò äëÿ áóäóùèõ ïîêîëå-
íèé, ïåðåâîäÿ äîêàçàòåëüñòâà íà ôîðìàëü-
íûé óðîâåíü.

Èç çàëà. Ïå÷àëüíàÿ ñòàðîñòü.

Äîêëàä÷èê. Êàæäûé äåëàåò, ÷òî ìîæåò.
Ñåé÷àñ ó ïîëüñêîãî æóðíàëà ìíîãî àâòîðîâ,
ëþäè ýòèì çàíèìàþòñÿ è ïîëó÷àþò ãðàíòû
ïîä ýòî äåëî. Âîïðîñ íà ñàìîì äåëå òàêîé:
ïðîöåññ ôîðìàëèçàöèè äîâîëüíî òðóäî¸ì-
êèé, íî ïî ìåðå ðàçâèòèÿ òåõíèêè îí äîë-
æåí ñòàíîâèòüñÿ âñ¸ ëåã÷å è ëåã÷å.

Êîãäà ÿ áûë â Ïîëüøå, ÿ ñïåöèàëüíî íà
òðè äíÿ ïðèåõàë â ãîñòè ê ðàçðàáîò÷èêàì
ñèñòåìû Mizar [4]. Îíè ðàáîòàþò íå â Âàð-

øàâå, à â Áåëîñòîêå. Ìåíÿ, åñòåñòâåííî, èí-
òåðåñîâàëî, êàê ïðîâåðèòü íà êîìïüþòåðå äå-
ñÿòóþ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà. Íî âñ¸ ýòî ñëèø-
êîì áîëüøàÿ ðàáîòà, è ÿ ïðîâåðèë òîëüêî äâå
îñíîâíûå ëåììû. Äëÿ ìåíÿ áûëè ñîçäàíû
âñå óñëîâèÿ. Òðè äíÿ ÿ ñèäåë çà êîìïüþòå-
ðîì, ðÿäîì ñî ìíîé ñèäåë îñíîâàòåëü ýòîé
ñèñòåìû. Ó ìåíÿ áûë ôîðìàëüíî íàïèñàí-
íûé òåêñò. Çà òðè äíÿ ìû ïðåóñïåëè. Íî âû-
ÿñíèëîñü, ÷òî íåêîòîðûå î÷åâèäíûå âåùè â
ñèñòåìå åù¸ íå ðåàëèçîâàíû, íóæíî áûëî
èõ äîêàçûâàòü. Òî åñòü ïîêà ýòî äîâîëüíî
òðóäî¸ìêèé, ñêðóïóë¸çíûé ïðîöåññ. Ïî ìåðå
ñîçäàíèÿ áàçû áóäåò âñ¸ ëåã÷å è ëåã÷å. Äó-
ìàþ, ÷òî ýòî âîïðîñ âðåìåíè.

Âîïðîñ. Íàñêîëüêî ÿ ïîíèìàþ, ýòà ñèñ-
òåìà � «÷¸ðíûé ÿùèê». Ñàìà ïðîãðàììà,
íàñêîëüêî ïîíèìàþ, ñëîæíàÿ. Íàñêîëüêî ìíå
èçâåñòíî, åñòü ñèñòåìû, êîòîðûå ìîæíî ðàñ-
øèðÿòü è êîòîðûå äàþò íå ïðîñòî îòâåò, à
äëèííûé òåêñò, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü. ß ïðàâèëüíî ïîíèìàþ, ÷òî ïðîãðàììó
ôîðìàëèçàöèè ñëîæíî äîïîëíÿòü íîâûìè
âîçìîæíîñòÿìè, è òàêîå äîïîëíåíèå ïîòðå-
áóåò ïåðåïðîâåðêè ñëîæíîé ïðîãðàììû? È
âíåñåíèå èçìåíåíèé ÷ðåâàòî âíåñåíèåì
îøèáîê â ëîãèêå ïðîãðàììû.

Äîêëàä÷èê. ×òî òàêîå íîâûå âîçìîæíîñ-
òè, çà÷åì îíè íóæíû? Êàê ÿ ñêàçàë â ñàìîì
íà÷àëå ñâîåãî âûñòóïëåíèÿ, 99,999 % íîâûõ
òåîðåì � ýòî âñåãî ëèøü ñëåäñòâèÿ êîíå÷íî-
ãî íàáîðà àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ, è äëÿ
âûâîäà òåîðåì äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü íå-
áîëüøîå êîëè÷åñòâî èçâåñòíûõ ëîãè÷åñêèõ
ïðàâèë. Äà, åñòü ñïåöèàëèñòû ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîé ëîãèêå, êîòîðûå ñòðîÿò ïðèìåðû óò-
âåðæäåíèé, íåäîêàçóåìûõ â òîé èëè èíîé
ôîðìàëüíîé ñèñòåìå è ïðèäóìûâàþò íîâûå
àêñèîìû, ïîçâîëÿþùèå äîêàçàòü òàêèå óò-
âåðæäåíèÿ â ðàñøèðåííîé ñèñòåìå. Ýòà äå-
ÿòåëüíîñòü, îäíàêî, äàëåêà îò òîãî, ÷åì çà-
íèìàþòñÿ «íàñòîÿùèå ìàòåìàòèêè».

ßäðî ñèñòåìû � àêñèîìàòèêà, ïðàâèëà
âûâîäà, àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè
âûâîäà � ìåíÿòü íå íóæíî, îíè óíèâåðñàëü-
íû. Ñèñòåìà ðàñøèðÿåòñÿ çà ñ÷¸ò ââåäåíèÿ
íîâûõ îïðåäåëåíèé è íîâûõ òåîðåì, ïîñëå-
äíèå äîáàâëÿþòñÿ ëèøü ïîñëå èõ ôîðìàëü-
íîé ïðîâåðêè. Ìåíÿòüñÿ ìîæåò èíòåðôåéñ,
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Abstract

This publication is a slightly edited verbatim report of author's co-talk presented at
joint meeting of St.Petersburg Mathematical Society and Mathematical section of the House
of Scientists on March 23, 2010; related materials, including video recording, can be
found on [1].

Keywords: formal proof, interactive proof, zero knowledge.

îáëåã÷àþùèé ÷åëîâåêó îáùåíèå ñ ñèñòåìîé.
Íàïðèìåð, æåëàòåëüíî ïîçâîëèòü ÷åëîâåêó
èñïîëüçîâàòü ñëîâî «àíàëîãè÷íî» è èìåòü
ïðåïðîöåññîð, êîòîðûé áóäåò ïðåîáðàçîâû-
âàòü òåêñò ñ ýòèì ñëîâîì â áîëåå äëèííûé
òåêñò ñ ïîäðîáíûì äîêàçàòåëüñòâîì. Èìåí-
íî ýòî äîêàçàòåëüñòâî  áóäåò ïðîâåðÿòü íå-
èçìåííîå ÿäðî ñèñòåìû.

Âîïðîñ. Ïðàâèëüíî ëè áûëî áû íàçâàòü
Âàø äîêëàä «Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî:
â÷åðà, ñåãîäíÿ, çàâòðà»? Ïðîâîäèòå ëè Âû
ñâÿçü ìåæäó îáû÷íûì äîêàçàòåëüñòâîì è
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ôîðìàëèçàöèåé? Èëè ýòî äâà ðàçíûõ ñïîñî-
áà äîêàçàòåëüñòâà? Êàêîâà ðîëü èíòóèöèè â
ôîðìàëèçàöèè äîêàçàòåëüñòâ?

Äîêëàä÷èê. Ôîðìàëüíûå äîêàçàòåëüñòâà
íóæíû äëÿ íàøåé áîëüøåé óáåæä¸ííîñòè â
ïðàâèëüíîñòè. Âîïðîñ î òîì, êàê ðàáîòàåò
èíòóèöèÿ â ìàòåìàòèêå, ÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà
îñòàâèë â ñòîðîíå. Íî êîãäà ìàòåìàòèê
óáåæäåí, ÷òî îí íàøåë äîêàçàòåëüñòâî, òî,
íà ìîé âçãëÿä, îí äîëæåí âåðèòü è â òî, ÷òî
ìîã áû èçëîæèòü åãî ñî âñåìè òðåáóåìûìè
äåòàëÿìè.


